
190

Математическое моделирование в рамках механики де-
формированного твердого тела (МТДТ) получило в 

геомеханике широкое развитие. К основным работам в этом на-
правлении следует отнести следующие научные труды [1–9]. Но 
поскольку массив горных пород является весьма сложным объ-
ектом, то теоретические расчеты деформирования горных по-
род, устойчивости горных выработок и различных сооружений 
в породных массивах во многих случаях представляет большие 
трудности. Подчас возникающие задачи неразрешимы аналити-
ческими методами особенно в рамках классической математи-
ки и МТДТ. Исследования же в натурных условиях отличаются 
большой трудоемкостью, дороги и, как правило, требуют дли-
тельного времени. В некоторых случаях их вообще невозможно 
своевременно организовать. Экспериментальные лабораторные 
работы не дают возможности определить свойства породного 
массива, так как инструментальные возможности весьма огра-
ничены из-за непомерно больших размеров представительных 
объемов образцов. Поэтому остается один вариант разработать 
новые математические методы моделирования породных мас-
сивов. Особенно важно в качестве объекта моделирования вы-
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брать упругое поле напряжений в трещиноватом породном мас-
сиве, и это проблема является весьма актуальной. 

Для решения данной проблемы используем следующую 
классификацию трещиноватости, связанную с масштабом не-
однородности [10]. Отметим, что смысл имеют только трещи-
ны завершенного масштабного уровня.

Для построения математической модели неоднородного 
упругого поля напряжений в породных массивах обратимся к 
содержательной модели структурного уровня, т.е. минерала. 
Деформации упругие; минерал микронеоднородный и локаль-
но анизотропный (зерна анизотропные); каждое зерно испы-
тывает влияние остальных зерен через упругое поле; упругие 
свойства зерен и внешнее поле напряжений считаем извест-
ными; неизвестным считается поле напряжений внутри зер-
на, и непосредственно измерить его величину невозможно; в 
зернах имеются трещины, которые изменяют тензор модулей 
упругости.

На основе этой содержательной модели переходим к следу-
ющей математической модели: неограниченная упругая трех-
мерная анизотропная среда, которую назовем основной с не-
однородностями в эллипсоидальных областях V(x), где x = (x
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2
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3
) – точка среды. Эти эллипсоидальные области плотно 

прилегают друг к другу и соответствуют зернам минералов, 
в которых имеются трещины. Пусть t

C  – тензор упругих моду-
лей зерна с трещиной, значения которого определены экспери-
ментально, а C

0
 – постоянный тензор упругих модулей основ-
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модулей отдельного зерна t
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C C+  – то же для эллипсои-

дальной неоднородности. Тогда тензор упругих модулей среды 
с неоднородностями можно представить в виде кусочно-по-
стоянной функции 0 1( ) ( )

t t t
C x C C V x= + , где V(x) – характери-

стическая функция области V, занятой неоднородностями, т.е. 
V(x) = 1 при x ∈ V и V(x) = 0 при x ∈ V. Но так как в рассма-
триваемой модели неоднородности плотно прилегают друг к 
другу, то всегда x ∈ V, а значит V(x) = 1. Будем иметь в виду, что 
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t
C принимает различные значения в зависимости от ориента-
ции эллипсоидальной неоднородности. В свою очередь, ори-
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t
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тензор, постоянный в пределах каждой неоднородности. Обо-
значим через ε

0
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среде при заданных внешних силах и через ε(x) – кусочно-не-
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прерывное поле деформаций в среде с неоднородностями при 
тех же внешних условиях. 

Смещение u
l
(x) в этой среде с неоднородностями в произволь-

ной аффинной системе координат удовлетворяет уравнению: 
0[ ( ) ( )] ( ), ( ) ( )ijkl i

j k l i iC x u x f x u x u x∂ ∂ = − →  при x → ∞.  (1)

Оно понимается в смысле обобщенных функций. Внешние 
силы – fi(x) не содержат сингулярности типа простого и двой-
ного слоев в силу предположения о непрерывности внешнего 
поля деформаций. Из-за отсутствия двойных слоев решение u(x) 
предполагается принадлежащим к классу непрерывных функ-
ций, отсутствие же простых слоев является достаточным услови-
ем для непрерывности нормальной составляющей напряжений 

( ) ( ) ( )
t

x C x xσ = ε  на границе области V.
Функция Грина позволяет преобразовать дифференциальное 

уравнение в частных производных (1) в интегральное уравне-
ние. Для этого применим к обеим частям последнего оператор 
defG

0
 (оператор def соответствует симметризованному градиен-

ту, G
0
 – функция Грина основной среды). В результате имеем
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где оператор 0 0K defG def= −  имеет ядро

0 0

( )( )
( ) ( )ijkl i j kl ij kl

K r r G r r′ ′ − = −∂ ∂ −  ,  (3)

круглые скобки (ij), (kl) обозначают симметризацию по индек-
сам ij и kl соответственно; 0

klG  – функция Грина основной сре-
ды. Оператор является псевдодифференциальным оператором 
с однородным символом 0 0( ) 0K ∞ξ ∈ . В рамках псевдодиффе-
ренциальных уравнений и предположений метода самосогла-
сованного поля уравнение (1) допускает решение. В результате 
получаем общее выражение для определения поля напряже-
ний σ в неоднородности при известном внешнем поле σ

0
:

1 1
1 1 0( ) ( )

t t t t
C I AC C I AC− −σ = + < + > σ .  (4)

Решение уравнение для определения неоднородного поля 
напряжений на текстурном уровне с трещинами имеет вид:

1 1 1
1 1 0( ) ( )ý ýý ý

ý ýt t t t
C I A C C I A C− − −σ = + < + > σ ,  (5)
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где ý

pt n
C C k P= +  – тензор эффективных упругих модулей струк-

турного уровня с коэффициентом поврежденности p
k  и вспо-

могательным четырехвалентным тензором P; (< >) – знак ус-
реднения по ансамблю полей неоднородностей. 

Аналогично получено решение для поля напряжений в по-
родно-массивном уровне 

1 1 1
1 1 0( ) ( )ýf ýfýf ýf

ýf ýft t t t
C I A C C I A C− − −σ = + < + > σ ,  (6) 

где A
эf

 – среднее значение на единичной сфере Фурье – образа 
тензорной функции Грина основной среды; 

ýf

t
C  – эффектив-

ные свойства текстурного уровня. Совокупность моделей (4)–
(6) дают упругое поле напряжений в нетронутом трещинова-
том породном массиве.
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MATHEMATICAL MODELING  
OF ELASTIC FIELD OF TENSION  
IN JOINTED ROCK MASSIF

In this work the analysis of the existing mathematical models of the tension elastic field 
in the rock massif is carried out, and relevance of the chosen subject for this article is proved. 
For creation of mathematical model of the tension elastic field of the jointed rock massif the 
mathematical method of modeling is developed for such difficult environments. The damage 
coefficient at each structural level which allows to consider influence of cracks on elastic prop-
erties of the rock massif is entered.
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