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Необходимость вычисления объемов тел постоянно возникает в повседневной практи-
ческой деятельности людей. В курсах классической геометрии и математического анализа 
приводятся различные методы  решения этой задачи. Однако, для тел сложной геометриче-
ской формы вычисление их объема с необходимой точностью затруднительно.  В статье об-
суждается методика вычисления объема тел, основанная на построении числовых последова-
тельностей оценок измеряемого объема «сверху» и «снизу». Это позволяет в процессе вы-
числений  оценивать предельную погрешность вычисления объема тела и завершать процесс 
вычислений при достижении требуемой точности. В статье приводятся результаты вычисле-
ния объема тел по обсуждаемой методике. Выполнено сравнение результатов вычислитель-
ных экспериментов с результатами вычисления объема по аналитическим формулам. Полу-
ченные результаты свидетельствуют, что обсуждаемая методика позволяет вычислять объе-
мы тел с приемлемой для практики точностью при сравнительно небольшом числе итераций. 
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Повседневная практическая деятельность людей свидетельствует о необ-

ходимости вычисления длин линий, площадей поверхностей и объемов тел на 
физической поверхности Земли. Вычисление площади участка физической по-
верхности Земли и длин линий, расположенных на этой поверхности, обсужда-
ется в [1–3]. Здесь рассмотрим вычисление объемов тел, связанных с физиче-
ской поверхностью Земли. 

Необходимость вычисления объемов тел возникает в строительной отрас-
ли, геодезической гравиметрии и гравиразведке [4], в прикладной геоинформа-
тике и геодезии [5–7], в задачах обеспечения безопасности [8], в горном деле  
и маркшейдерии, а также во многих других областях знания. 

Объем трехмерного тела – числовая характеристика тела, определяющая 
объем пространства, занимаемого телом. Объем тела определяется границей, 
отделяющей его от внешней среды. Геометрическим образом границы тела 
служат линии и поверхности. Поэтому задача вычисления объема тела тесным 
образом связана с задачами вычисления длин линий и площади поверхностей, 
ограничивающих измеряемый объем [9, 10]. 

Если тело G имеет кусочно-гладкую поверхность, то его объем V(G) опре-
деляется следующим образом [11]. Тело G разделяется на элементарные части 
(порции), объем которых известен или может быть легко вычислен. Из этих 
частей конструируется многогранник P, лежащий в теле G, и многогранник Q, 
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содержащий в себе тело G. Вычислим объемы V(P) и V(Q) этих многогранников 
и запишем очевидное неравенство 

)()()( QVGVPV  . 

Значения )(PV  и )(QV приблизительно оценивают измеряемый объем  

с недостатком (снизу) и с избытком (сверху) соответственно. Данное неравен-
ство позволяет сконструировать простой итеративный алгоритм для вычисле-
ния объема тел, ограниченных правильно параметризованными поверхностями 
[12]. Одна итерация с номером j включает вычисление объемов V(Pj) и V(Qj) 
при фиксированной величине элементарной порции объема. Повторяя эту про-
цедуру для уменьшающихся порций объема, получим две числовые последова-
тельности значений V(Pj) и V(Qj) и приблизительно оценим  измеряемый объем 
средним значением 

[ ( )  ( )]
( )   
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предельная погрешность которого 
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Процесс вычислений продолжается пока не будет достигнута необходимая 
точность или не будут исчерпаны имеющиеся вычислительные ресурсы. 

Рассмотрим применение этой процедуры на практике по программе, со-
ставленной авторами. Вычислим объем трех тел, вырезанных цилиндром из по-
лусферы. Центр сферы поместим в начало координат OXYZ, ось цилиндра на-
правим перпендикулярно плоскости OXY и, используя методы геометрического 
моделирования, представим на рис. 1 три варианта предложенной ситуации. Ре-
зультаты вычислений измеряемого объема и предельной относительной по-
грешности будем представлять в графическом виде. 

В первом варианте радиус цилиндра r равен радиусу сферы R и для сферы 
единичного радиуса определяемый объем полусферы равен 

2
2,094 395102 393195 3

3

 
 . 

Результаты вычисления этого объема по изложенному алгоритму показаны 
в графическом виде на рис. 2. На рис. 2, a показаны три числовые последова-
тельности оценки измеряемого объема «сверху», «снизу» и их средних значе-
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ний в зависимости от номера Q итерации вычислительного процесса (обозначе-
но СВQ, СНQ, СРQ соответственно); на рис. 2, б приведены данные ΔQ предель-
ной погрешности вычисляемого объема в зависимости от номера итерации. 

 
    Вариант 1                                Вариант 2                              Вариант 3 

 
Рис. 1. Три варианта определения тела, вырезанного  

цилиндром из полусферы 
 
 
 

 
a)                                                               б) 

Рис. 2. Результаты вычисления объема тела, вырезанного цилиндром 
из полусферы (вариант 1): 

 – СВQ;  – СНQ;   – СРQ 
 
 

Во втором варианте радиус цилиндра равен 0,2 радиуса сферы. Вычислен-
ный аналитически объем вырезанного тела равен 0,124 398 563 264 572 24. Ре-
зультаты вычисления объема по рассмотренному алгоритму для этого варианта  
в графическом виде показаны на рис. 3. Обозначения на этом рисунке те же,  
что и на рис. 2. 

4 6 8 10
1.8

1.9

2

2.1

2.2

Q

6 8 10 12
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

 Q

Q



Картография и геоинформатика 

133 

 
a)                                                               б) 

Рис. 3. Результаты вычисления объема тела, вырезанного цилиндром  
из полусферы (вариант 2): 

 – СВQ;  – СНQ;   – СРQ 
 
 
В третьем варианте радиус цилиндра равен половине радиуса сферы и ось 

цилиндра смещена в точку С(0; 0,5; 0). Результаты вычисления объема этого 
тела, вычисленные по изложенному алгоритму, приведены на рис. 4 в ранее 
принятых обозначениях. 

 

 
a)                                                               б) 

Рис. 4. Результаты вычисления объема тела, вырезанного цилиндром  
из полусферы (вариант 3): 

 – СВQ;  – СНQ;   – СРQ 
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Полученные результаты свидетельствуют, что рассмотренный алгоритм 
обеспечивает вычисление объемов тел с приемлемой для практики точностью 
при сравнительно небольшом числе итераций. 

Применим этот алгоритм для вычисления объема тела, ограниченного пра-
вильно параметризованной топографической поверхностью, изображенной  
на рис. 5, и плоскостью OXY. 

 

 

Рис. 5. Топографическая поверхность, ограничивающая  
измеряемый объем сверху 

 
 
Результаты вычислений представлены в графическом виде на рис. 6. Со-

держание графических данных на этом рисунке аналогично содержанию, пред-
ставленному на рис. 2 в ранее принятых обозначениях. 

 

 
a)                                                               б) 

Рис. 6. Результаты вычисления объема тела, ограниченного  
топографической поверхностью и плоскостью OXY: 

 – СВQ;  – СНQ;   – СРQ 
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Таким образом, методика вычисления объема, изложенная в [11, 12]  
и предложенный алгоритм ее реализации, обеспечивают практическую воз-
можность вычисления объемов тел с достаточной для практики точностью  
в разнообразных задачах прикладной геоинформатики. 
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Calculating the volume of bodies is necessary in everyday human activities. You can find 
multiple methods to solve this problem in the literature on classical geometry and mathematical 
analysis. But it is very difficult to calculate volume of bodies with complex geometric shapes and 
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find a solution with required accuracy. The article offers an examination of a method used to calcu-
late  the volume and/or  the size of some bodies, which is based on some certain numerical se-
quence  drawn up to  assess  the volume  and/or the size  to be calculated  ‘from above’  as well as 
‘from below’. It allows evaluating limiting measurement error in the process of volume calculation 
and completing this process in achieving the required accuracy. Here are quoted the results obtained 
by means of calculating the bodies’ volume and/or their size through the use of this method. The 
results of the calculating experiments have been compared to those obtained when calculating the 
volume and/or the size according to some analytical formulas. The results which have been ob-
tained here have demonstrated the fact that this method enables our calculating the volumes of bod-
ies with some certain accuracy quite acceptable for practical purposes whereas the number of opera-
tions which are necessary is rather small. 

 
Key words: body volume, calculation ‘from above’, ‘from below’, limiting measurement er-

ror, numerical sequences, number of iterations. 
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