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Работа посвящена определению компонентов тензора силы тяжести как дифференци-

альных характеристик геометрической структуры гравитационного поля Земли. Получены 
формулы для вычисления компонент тензора силы тяжести и радиусов кривизны уровенной 
поверхности. Приведены результаты вычисления компонент тензора силы тяжести, а также 
гауссовой и средней кривизны внешних эквипотенциальных поверхностей по гармоническим 
коэффициентам глобальной модели геопотенциала (на примере модели EIGEN-6C4) на тер-
ритории Западной Сибири. 
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Введение 

 
Фигура уровенной поверхности потенциала силы тяжести определяется 

уравнением 

 rW C


,                                                      (1) 

где r


 – геоцентрический радиус-вектор положения точки во внешнем про-
странстве. 

Различным значениям постоянной C соответствуют разные уровенные по-
верхности, которые заполняют внешнее пространство, нигде не пересекаясь. 
Одна из таких поверхностей, которая при некотором значении C наиболее 
близка к среднему уровню Мирового океана и проходит через нуль футштока, 
названа геоидом. 

Введем локальную декартову систему координат (xyz) с началом в точке 
 000 ,, zyxP , где плоскость xy – касательная плоскость к уровенной поверхности 

в начальной точке, проходящая через эту точку, а ось z направлена по отвесной 
линии, тогда в окрестности точки  000 ,, zyxP  потенциал силы тяжести W(P) 
можно разложить в ряд Тейлора по степеням x, y и z, который при 0 0,x   

00 y , 00 z  имеет вид  
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В формуле (2) xW , yW , zW  – частные производные первого порядка; xxW , 

yyW , zzW , xyW , xzW , yxW , yzW , zxW , zyW  – частные производные второго порядка 

от потенциала силы тяжести по соответствующим координатам. Эти производ-
ные применяются при решении задач геологоразведки, высшей и прикладной 
геодезии, космической геодезии и инерциальной навигации. Они устанавлива-
ют связь поля силы тяжести и геометрии пространства, находящей свое отра-
жение в свойствах матрицы-тензора 

.

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

W W W

W W W

W W W

 
 
 
  
 

                                               (3) 

Каждый из элементов матрицы (3) характеризует особенности геометрии 
уровенных поверхностей и силовых линий гравитационного поля и содержит 
необходимые детальные сведения о структуре внешнего гравитационного поля 
[1]. Определение элементов матрицы (3) позволяет получить истинную фигуру 
Земли. 

В данной работе единицей измерения первых производных потенциала си-

лы тяжести принята величина 5 210 м с  , а для вторых – величина 9 210 с  = 
= 1 этвеш = 1 Э. 

 
Теоретические основы 

 
Отбрасывая в уравнении (2) квадратичную форму, получим уравнение ка-

сательной плоскости в точке  000 ,, zyxP  в виде 

         0 0 0 0 0 0 0, , , ,x y z Px x W y y W z z W W x y z W x y z C        .      (4) 

Выбирая направление местной системы (xyz) так, чтобы ось xP  была на-

правлена на север, ось yP  – на восток, а ось zP  совпала бы с вектором силы тя-
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жести g, будем иметь gWWW zyx  . В этом случае уравнение (4) можно 

представить в виде 

 00 zzgC  .                                                  (5) 

Благодаря выбору координатных осей имеем: 00 x , 00 y , 00 z  и, учи-

тывая, что yxxy WW  , zxxz WW  , zyyz WW  , выражение (2) можно записать в 

следующем виде: 

   2 2 21 1

2 2z xx xy yy xz yz zzg W x W xy W y W xz W zy W z                 (6) 

Решая это уравнение относительно z, получим уравнение уровенной по-
верхности в точке  000 ,, zyxP  

 2 21
2

2 xx xy yyz W x W xy W y
g

                                  (7) 

Вторые производные xxW , yyW , xyW , в (7) являются градиентами кривизны 

уровенной поверхности и определяют форму этой поверхности в данной точке 
 000 ,, zyxP . Уровенные поверхности поля силы тяжести имеют сложную форму, 

а их кривизна различна в разных точках одной и той же поверхности и в каждой 
точке поверхности кривизна различна в разных направлениях так, что в трех-
мерном пространстве через данную точку можно провести бесконечное число 
сечений и каждое со своей кривизной. Причем, максимальная и минимальная 
кривизна всегда принадлежит перпендикулярным сечениям [2]. 

Кривизна нормального сечения уровенной поверхности в точке  ,,, 000 zyxP  
плоскость которого составляет с плоскостью xy угол А, имеет следующий вид 
[3]: 

 AWAWAW
gK yyxyxx

A

22 sin2sincos
11

 .                          (8) 

Для определения главных нормальных сечений, у которых кривизна 
AK

1  

является максимальной или минимальной, решается следующее уравнение: 

 
0

1



 

A

RA .                                                     (9) 

В результате находим 
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.02sin2cos22sin 000  AWAWAW yyxyxx  

Отсюда получим выражение для вычисления углов 0A  и 0 2
A


  

0

2
tg 2

xy

xx yy

W
A

W W
 

 
.                                        (10) 

Значение кривизны, вычисленное с помощью выражения (8) при подста-
новке угла 0A , имеет вид 

 2 2
0 0 0

1

1 1
cos sin 2 sinxx xy yyW A W A W A

K g
    ,                    (11) 

а при подстановке угла 0 2
A


  имеем 

 2 2
0 0 0

2

1 1
sin sin 2 cosxx xy yyW A W A W A

K g
    .                   (12) 

Суммируя выражения (11) и (12), получим формулу для средней кривизны 

 
1 2

1 1 1 1 1

2 2 xx yyW W
K K K g

 
     

 
.                             (13) 

Радиус K средней кривизны уровенной поверхности в данной точке нахо-
дим по формуле  

2

xx yy

g
K

W W
 


.                                               (14) 

Так как для вторых производных потенциала силы тяжести имеет место 
следующее равенство: 

22xx yy zzW W W    ,                                        (15) 

то знаменатель в формуле (14) можно получить из равенства  

  22xx yy zzW W W    ,                                      (16) 

где zzW  – вертикальный градиент силы тяжести; ω – угловая скорость вращения 
Земли. 
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После подстановки выражения (16) в формулу (14) получим 

2

2

2 zz

g
K

W
 

 
.                                             (17) 

Плоскость (4) представляет собой горизонтальную плоскость, касательную 
к уровенной поверхности в точке  000 ,, zyxP  и вторые производные xzW  и yzW  

характеризуют изменения силы тяжести в этой плоскости по направлениям: оси 

xP  на север (в плоскости географического меридиана) и оси yP  – на восток (в 

плоскости первого вертикала). Модуль вектора полного горизонтального гра-
диента G, который совпадает с направлением максимального изменения силы 
тяжести в плоскости горизонта, равен 

2 2
xz yzG W W  .                                             (18) 

Радиусы кривизны проекции силовой линии xR  и yR  на плоскости xz и yz 

соответственно можно получить по следующим формулам: 

;x y
xz yz

g g
R R

W W
  .                                        (19) 

Если в формуле (8) принять 0A  и 90A , то получим формулы для вы-
числения радиуса кривизны сечения эквипотенциальной поверхности в плоско-
стях географического меридиана MK  и первого вертикала NK  соответственно 

;M N
xx yy

g g
K K

W W
    .                                   (20) 

Из курса дифференциальной геометрии [4] известно, что из комбинации 

минимальной и максимальной кривизны 
1

AK
 уровенной поверхности опреде-

ляется средняя кривизна 
1

K
 по формуле (13) и полная (гауссова) кривизна как 

 2
2

1 2

1 1 1
xx yy xy

G

W W W
K K K g

   .                              (21) 

Гауссова кривизна показывает, какую форму имеет уровенная поверхность 
в точке  000 ,, zyxP , является ли она локально эллиптической, гиперболической 
или параболической (т. е. гауссова кривизна положительна, отрицательна или 



Вестник СГУГиТ, Том 24, № 2, 2019 

 

24 

равна нулю). Если гауссова кривизна равна нулю, то уровенная поверхность 
может быть развернута в плоскость [5, 6].  

Для измерения вторых производных гравитационного потенциала служат 
гравитационные вариометры и градиентометры. Основным чувствительным 
элементом вариометров и градиентометров служат крутильные весы, представ-
ляющие собой коромысло с равными грузами на концах, подвешенное на упру-
гой нити. С помощью вариометров можно получать значения вторых производ-
ных yyxx WW  , xyW , xzW , yzW  с погрешностью 13 Э в равнинных районах и с 

погрешностью более 10 Э из-за неточного учета влияния топографических 
масс. Однако эти приборы имеют крупные размеры и требуют значительного 
времени для подготовки к наблюдениям (около 6 часов) и обработки измере-
ний. С появлением в последнее десятилетие высокоточных гравиметров 
и сверхпроводящего гравитационного градиентометра полевое использование 
вариометров перестало быть актуальным. 

В работе [7] приведены результаты измерений горизонтального градиента 

силы тяжести 
s

g
Wsz 


  на пунктах Государственной фундаментальной грави-

метрической сети и пунктах первого класса с помощью гравиметров ГНУ-КВ. 
Измерения приращения силы тяжести g  на каждой станции выполнялись ме-
жду диаметрально разнесенными в горизонтальных направлениях двумя точка-
ми на постаменте на расстояние s  в пределах от 0,435  до 0,570 м. Количество 
серий измерений разности g  и s  на каждом постаменте равно четырем. 
Среднеквадратические значения ошибок измерения g  в среднем составили 

28 см10   . 
Приведенные в табл. 1 значения горизонтальных градиентов силы тяжести, 

измеренные на различных станциях у поверхности Земли, отличаются от их 
нормальных значений. Причиной может быть сильное влияние притяжения 
близрасположенных аномальных масс (влияние постамента гравиметрического 
пункта, стен вокруг этого пункта и т. д.). Вторые производные потенциала силы 
тяжести обратно пропорциональны кубу расстояния от притягивающих масс, 
причем это влияние обычно быстро убывает с увеличением расстояния. Если 
увеличивать расстояние s  между точками на каком-либо участке местности 
при условии, что гравитационное поле имеет спокойный характер, отсутствуют 
топографические массы и что отклонение от среднего градиента на этом участ-
ке не превышает 12 Э, то можно повысить точность определения горизонталь-
ного градиента. Но в этом случае перечисленные условия соответствуют эф-
фекту сглаживания реального гравитационного поля, при котором ослабляется 
интенсивность приповерхностных аномальных масс. Аналогичный эффект воз-
никает в случае описания гравитационного поля частичной суммой гармоник 
потенциала силы тяжести в виде ряда Фурье по системе сферических функций 
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координат  геоцентрического радиуса вектора r, широты  и долготы , огра-
ниченной степенью N: 

     
2 0

2 2 2

, , 1 C cos S sin P sin

1
cos ,

2

nN n
e

nm nm nm
n m

afM
W r m m

r r

r

 

  
          
   

  

         

(22)

 

где fM   геоцентрическая гравитационная постоянная; 

ea   экваториальный радиус Земли; 

  угловая скорость вращения Земли; 
Cnm  и Snm   безразмерные нормированные гармонические коэффициенты 

геопотенциала; 

 P sinnm    нормированные присоединенные функции Лежандра. 

 
Таблица 1  

Результаты измерений горизонтального градиента силы тяжести 

Название станции szW  
9 210 c   

Погрешность 
измерения 

szW  
9 210 c   

Нормальное 
значение 

8,1sin 2szU    
9 210 c   

Аномальное 
значение 

szsz UW   
9 210 c   

Иркутск 15,0 3,4 7,8 7,2 

Боровое, НСО 9,7 5,0 7,6 1,9 

Якутск 4,2 2,0 6,7 -2,5 

Ключи 13,4 2,8 7,6 5,8 

Елизово 9,2 2,6 7,8 1,4 

 
 
Количество гармоник ряда (22) характеризует разрешение модели гравита-

ционного поля. При ограничении этого ряда степенью N его разрешающая спо-

собность будет равна 
180

N


. Так, например, для максимальной степени 

N = 2 190 современной глобальной модели геопотенциала ЕIGEN-6C4 разреше-

ние, рассчитанное по формуле 
R

L
N


 , где R = 6 371  радиус Земли в километ-

рах, будет равно 9,139 км. В работе [8] выполнены исследования точности вы-
сокостепенной глобальной модели геопотенциала ЕIGEN-6C4 по независимым 
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наземным данным на территории Западной Сибири, в результате которых по-
лучено стандартное отклонение ускорения силы тяжести, равное 3 мГал. Таким 
образом, погрешность определения градиентов силы тяжести на интервале 
9,139 км равна 3 000 мкГал/9,139 км = 328,3 Э. Следовательно, для повышения 
точности определения градиентов с помощью глобальных моделей геопотен-
циала необходимо увеличить интервал L, но для этого требуется уменьшить ко-
личество сферических гармоник в разложении (22), что приведет к уменьше-
нию разрешающей способности и сглаживанию восстанавливаемого гравита-
ционного поля. В работе [8] на графиках показана динамика изменения по-
грешности аппроксимации ускорения силы тяжести с изменением степени N. 
Так, например, ошибка ускорения силы тяжести 4 мГал достигается при степени 
200, что соответствует разрешающей способности 100,1 км. Отсюда погрешность 
определения градиентов силы тяжести на интервале 100,1 км равна 
4 000 мкГал/100,1 км = 40 Э. Выбирая степень N разложения ряда (22) и соответ-
ствующую ей погрешность аппроксимации ускорения силы тяжести, можно 
определить градиенты силы тяжести с погрешностью от 20–40 Э, что соответ-
ствует погрешности определения градиентов силы тяжести в горных районах 
и на подвижном основании [9]. 

В данной работе выполнено определение вторых производных потенциала 
силы тяжести, которые являются компонентами матрицы-тензора (3), с помо-
щью разложения в ряд по сферическим функциям. Для этого, дифференцируя 
дважды ряд (22) по сферическим координатам  (r, , ), получены следующие 
формулы: 
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Эксперимент 

 
Вычисление вторых производных потенциала силы тяжести (градиентов 

гравитационного поля Земли) по полученным алгоритмам и составленным по 
ним вычислительных программам [1013] было реализовано на тестовом уча-
стке территории Западной Сибири, которая ограничена: 

 по широте от 45 до 75° северной широты; 
 по долготе от 60 до 100°восточной долготы. 
Расчеты для построения цифровых карт производились в узлах регулярной 

сетки 5 × 5' относительно эллипсоида WGS-84.  
Для вычисления использованы гармонические коэффициенты глобальной 

модели геопотенциала EIGEN-6C4 до 2190 степени [14–15]. 
Результаты вычисления по формулам (23)–(28) компонент тензора гради-

ентов силы тяжести на территории Западной Сибири представлены на рис. 1–3 
в виде картосхем векторов горизонтальной составляющей градиентов G и раз-
ности радиусов кривизны эллипсоида и радиусов гауссовой и средней кривиз-
ны уровенной поверхности соответственно. Модуль вектора горизонтального 
градиента силы тяжести G определяется по аномальным значениям вторых 
производных силы тяжести, вычисленным по формулам (26) и (27) 
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Направление этого вектора определяется как 
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Рис. 1. Модуль вектора (в этвеш) горизонтального градиента силы тяжести 
 
 
Подставляя в формулу (21) вторые производные, вычисленные по форму-

лам (24), (25), (28), получим выражение для вычисления разности радиусов га-
уссовой кривизны уровенной поверхности потенциала силы тяжести W и эл-
липсоида WGS-84 в следующем виде: 

2 2

2 2 22 2 2

2 2

1
,

1 sin
G

g a e
K

e BW W W


  

        

                       (31) 

где a  большая полуось эллипсоида; e  первый эксцентрисет эллипсоида;  
B  геодезическая широта; g  сглаженное значение силы тяжести для трапеции 
размером 5 5 .  

Результаты вычислений значений GK  по формуле (31) для территории 
Западной Сибири представлены на рис. 2. 
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Рис. 2. Разности радиусов гауссовой кривизны (в метрах)  
уровенной поверхности потенциала силы тяжести и эллипсоида WGS-84 
 
 
Подставляя в уравнение (17) результаты вычисления второй производной 

потенциала силы тяжести по формуле (23), получим выражение для вычисле-
ния разности радиусов средней кривизны уровенной поверхности потенциала 
силы тяжести W и эллипсоида WGS-84 в виде 
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Результаты вычислений значений K  по формуле (32) для территории За-
падной Сибири представлены на рис. 3. На этом рисунке, кроме ,K  приведе-
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ны высоты геоида, вычисленного по данным глобальной модели геопотенциала 
EIGEN-6C4 c учетом гармоник до степени 2190 [16].  

 

 

Рис. 3. Разности радиусов средней кривизны (в метрах)  
уровенной поверхности потенциала силы тяжести W и эллипсоида WGS-84  

на территории Западной Сибири и высоты геоида (в горизонталях) 
 
 

Приведенные на рис. 3 разности K  имеют максимальные значения там, 
где ондуляции уровенной поверхности минимальны и наоборот. Характер изо-
линий сильно отличается от ондуляций уровенной поверхности. Найденные 
значения K  имеют прямое приложение при решении локальных задач при-
кладной геодезии, когда за отсчетную поверхность для обработки местных гео-
дезических сетей выбрана плоскость или эллипсоид. На рис. 4 приведена гисто-
грамма распределения разности .K  
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Рис. 4. Гистограмма распределения разности K  
 
 
Статистические характеристики распределения вычисленных по формуле 

(32) значений разности радиусов средней кривизны уровенной поверхности по-
тенциала силы тяжести W и эллипсоида WGS-84 на территории Западной Си-
бири приведены в табл. 2  

 
Таблица 2  

Статистические характеристики распределения вычисленных по формуле (32) 
значений разности радиусов средней кривизны уровенной поверхности  

потенциала силы тяжести W и эллипсоида WGS-84 на территории  
Западной Сибири 

Параметр Значение, м 
Минимум –525 012 
Максимум 517 238 
Диапазон 1 042 251 
Среднее –8 504 

Стандартное отклонение 51 183 
Асимметрия –0,495 
Эксцесс 21,014 
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Заключение 
 
В ходе проведения исследований для различных компонентов тензора поля 

силы тяжести на поверхности Земли получены уравнения в виде рядов Фурье 
по системе сферических функций. По данным современной глобальной модели 
гравитационного поля Земли EIGEN-6C4 с помощью этих уравнений определе-
ны компоненты тензора на территории Западной Сибири, которые использова-
лись для вычисления радиусов средней и гауссовой кривизны уровенной по-
верхности потенциала силы тяжести.  

В геодезии, при геометрических построениях на сфере или эллипсоиде 
важным является знание гауссовой и средней кривизны на данном участке гео-
ида. В работе вычислены отклонения радиусов кривизны геоида от кривизны 
общеземного эллипсоида WGS-84. Построены картосхемы и выполнен стати-
стический анализ распределения отклонений радиуса средней кривизны. Мак-
симальные отклонения наблюдаются в горных районах и могут достигать 
535 км, минимальные  на равнинах при среднем отклонении на территории 
Западной Сибири 8 км. 

Компоненты тензора силы тяжести, полученные в данной работе с помо-
щью глобальных моделей гравитационного поля Земли, могут быть использо-
ваны для решения задач спутниковой гравиметрии с целью изучения специфи-
ческих деталей внутреннего строения и эволюции недр. 
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The work is dedicated to determination gravitation tensor components as differential charac-

teristics of the Earth’s gravitation field geometric structure. There were obtained the formulae for 
calculation of gravitation tensor components and initial level curvature radii. There were driven the 
calculation results of gravitation tensor components, and also Gaussian and average curvature of the 
external equipotential surfaces on harmonic coefficients of geopotential global model (on the exam-
ple model EIGEN-6C4) on the territory of Western Siberia. 
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