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Исследуется НДС массива пород вокруг выработки в случае запредельного деформиро-

вания при плоской деформации. Рассматриваются два предельных случая: когда модуль объ-
ёмного сжатия гораздо больше по величине модуля спада и когда модуль спада по величине 
гораздо больше модуля объёмного сжатия. В первом случае получены размеры зоны разру-
шения массива пород, зависящие от предельных деформаций упругости и прочности мате-
риала среды. Во втором случае решение в зоне разрушения отличается от традиционных (уп-
ругопластических решений) тем, что максимальное касательное напряжение возрастает  
с увеличением расстояния от контура выработки. 
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In the paper stress-strain behavior of solid around working in case of out-of-limit deformation 

when flat strain occurs is studied.  Two limit variants are considered: when modulus of volumetric com-
pression has much more value than modulus of decrease and vice a versa.   In the first variant sizes of 
solid destruction zone are obtained, depending on limit strains of elasticity and strength of solid materi-
al. In the second variant solution at destruction zone differs from traditional elastic plastic solutions by 
maximal tangential stress increases with increasing of distance from working contour. 
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Введение 
 
Исследованию запредельного деформирования массива пород вокруг вы-

работки посвящено множество работ [1-16]. В [11-13] отмечается, что по мере 
увеличения нагрузки на «бесконечности» массив пород претерпевает последо-
вательно все три стадии деформирования – упругую, упругопластическую, за-
предельную. Причем в случае, когда весь контур выработки переходит в полно-
стью «разрушенное» состояние, нагрузка на «бесконечности» достигает своего 
максимума, дальнейшее ее увеличение приводит к динамическим событиям.  
В [8-10] исследуется идеальное хрупкое разрушение массива пород, при этом 
получены характеристики системы дифференциальных уравнений несжимае-
мости и условия совместности деформаций, по виду совпадающие с характери-
стиками и соотношениями на характеристиках для идеальной пластичности [9]. 
Предлагаемую работу следует рассматривать как некоторое продолжение ис-
следований [8-10]. Здесь будут рассмотрены два предельных случая, о которых 
говорится в аннотации. 

 
Часть 1 

 
В этом варианте предполагается, что модуль объемного сжатия гораздо 

больше по величине модуля спада. Формально это выглядит так – есть условие 
объемного сжатия при плоской деформации: 

2 ( )r rk       ,     (1) 

где ,r   – полярные координаты, уравнение контура выработки r a . В силу то-
го, что модуль объемного сжатия 2 k  очень большой, то отсюда следует, что 

0r    .      (2) 

Подставляя в (2) соотношения Коши: 

,r
du u

dr r   , 

где u  – смещение в радиальном направлении, находим дифференциальное 
уравнение 

0
du u

dr r
  ,        (3) 

решение которого 

C
u

r
 ,              (4) 

где C  – произвольная постоянная. 
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В отличие от традиционных постановок будем считать, что на контуре вы-
работки r a  кроме условия 0r r a

    выполняется второе условие 

0 0, ( 0)
r a

u u u    .             (5) 

Используя (5), находим константу C  и перемещение 

0
a

u u
r

    
 

.                          (6) 

Далее используем диаграмму (рисунок). 
 

 

Диаграмма изменения max max( )f  ,  

s  – предел упругости,   p – предел прочности 

 
 
Из этой диаграммы следует, что 

max
*

max
2

p
tg


   

  
,          (7) 

где *2  – модуль спада. Тогда получаем 

*2
2 2

r r
p

       
    

 
.                       (8) 

Подставляя (6) в (8) , находим 

* * 0 2
4 4r p p

au
r

        .             (9) 

max 2
r  




  

max 2
r  




  ps



s
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Для определения напряжений ,r    используем уравнение равновесия 

0rrd

dr r
  

  .          (10) 

Подставляя (9) в (10), находим уравнение для определения r . Интегрируя 

его при граничном условии 0r r a  , получаем значение 

2
0

* * 2
4 ln 2 1r p

ur a
a a r

         
 

. 

С применением (9) 

  2
0

* * 2
4 1 ln 2 1p

ur a
a a r


          
 

. 

Отсюда 

2
0

max * 2
2

2
r

p
u a
a r

          
 

.            (11) 

Из рисунка и формулы (9) следует, что если контур r a  перешел в пол-
ностью разрушенное состояние, то тогда на нем должно быть max 0   и значе-

ние 0u

a
 при этом должно быть равно p : 

0
p

u

a
  . 

Возникает вопрос: как найти всю область разрушения, т.е. оценить ее раз-
меры? 

Из рисунка следует, что на контуре *r r , с которого начинается разру-

шение массива пород max s   . Тогда на основании (6) и определения 

max ( ) / 2r       получаем 

2
0

*

( )

2
r

s
u a
a r

    
   

 
.                              (12) 

Поскольку 0u

a
 равно p , то из (12) следует, что 

*
p

s
r a





.                          (13) 
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Формула (13) является полезной потому, что позволяет оценить область 
возможного разрушения вокруг выработки, зная радиус выработки и две харак-
теристики p  и s , представленные на диаграмме рис. 1, полученной при на-

гружении образцов, взятых из массива пород. 
Замечание. График изменения функции max  от r  на основании (11) явля-

ется возрастающей функцией r . 
 

Часть 2 
 
Рассмотрим второй случай, когда модуль спада *2  гораздо больше по  ве-

личине модуля объемного сжатия 2k . Для этого случая имеем следующие 
уравнения: закон упругого изменения объема – 

2 ( )r rk        ,            (14) 

и условие постоянства максимальной касательной деформации на стадии за-
предельного деформирования – 

2
r

p
  
  .             (15) 

Требуется найти распределение напряжений, деформаций и смещения u  
вокруг выработки радиуса a . 

Отметим, что условия (14), (15) использовались в [9]. 
Для определения смещения u  применим (15). Из (15) и соотношений Коши 

следует уравнение для определения u : 

2 p
du u
dr r

   .               (16) 

Это линейное уравнение, его интегралом является выражение 

2 lnpu Cr r r   .                   (17) 

Полагая (5), находим 

0
02 ln , 2 lnp p

u r rC r a u u
a a a

        .           (18) 

Применяя (14), с помощью (17) определяем 

4 ( ) 8 lnr p pk C k r        .             (19) 
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Выражаем отсюда   и подставляем в (10) . Тогда для r  получаем урав-

нение 

4 ( ) 8 ln2 p pr r
k C k rd

dr r r r

   
   .                (20) 

Решая (20), имеем 

0
2

2 4 lnr p
C

kC k r
r

     ,          (21) 

0
2

2 4 4 lnp p
C

kC k k r
r

       ,            (22) 

где 0C  – постоянная интегрирования. 

Полагая 0r r a  , находим константу 0C . 

С учетом (18) окончательно 

2
0

2

2
1 4 lnr p

ku a rk
a ar

       
 

,             (23) 

2
0

2

2
1 4 lnp

ku a rk
a ar


       
 

.             (24) 

Из (23), (24) находим 

2
0

max 2

2

2
r ku a

a r

  
   .                 (25) 

Поскольку во всей области разрушения выполняется (16), то за начало раз-
рушения следует принять то значение max , которое равно s , за конец разру-

шения – то, которое равняется нулю. Если обратить внимание на (25), то оно 
определяет функцию max  как убывающую функцию r . Это означает, что если 

разрушение массива пород начинается на контуре выработки, то наиболее раз-
рушенный материал находится на отдаленном расстоянии от выработки. Такой 
парадоксальный результат произошел от принятого допущения, что *2 2k  . 

Отметим, что в [15, 16] исследовалась задача запредельного деформирова-
ния при плоской деформации с определением характеристик системы диффе-
ренциальных уравнений задачи и соотношениями на них. Вещественные харак-
теристики существуют, если выполняется соотношение 

*0 1
k


  . 
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Часть 3 
 
Это случай относится к тому варианту, когда модули 2k  и *2  достаточно 

большие по значениям и одного порядка. Основой для анализа являются фор-
мулы (11), (13). Полагая в них *2   или s p  , находим, что зона разру-

шения здесь вырождается в контур r a . 
 

Выводы 
 
Проанализированы два предельных случая запредельного деформирования 

массива пород вокруг выработки. Установлено, что когда модуль объемного 
сжатия больше модуля спада, то определяется зона разрушения с использова-
нием полной диаграммы деформирования горных пород и случай, когда модуль 
спада гораздо больше модуля объемного сжатия, нереалистичен потому, что 
наибольшее разрушение здесь происходит не на контуре выработки, а  в уда-
ленных точках. 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке проекта РФФИ (№ 18-05-

00757 А). 
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