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Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ. Вûáоð оïòèмаëüíоé òåõíоëоãèè è ðаöèоíаëüíоé ðаçðаáоòêè мåñòоðоæäåíèé ïоëåçíûõ èñêоïаåмûõ çавèñèò оò 
äоñòовåðíоñòè çíаíèé о ôèçè÷åñêèõ ñвоéñòваõ ãоðíûõ ïоðоä ðаçðаáаòûваåмûõ мåñòоðоæäåíèé. Ïоýòому íам ïðèøëоñü уäåëèòü áоëüøоå  вíè-
маíèå ñоçäаíèþ êëаññèôèêаöèè ãоðíûõ ïоðоä в мåñòоðоæäåíèÿõ ïоëåçíûõ èñêоïаåмûõ ïо ôèçèêо-òåõíè÷åñêèм ñвоéñòвам.
Ìåòîäîëîãèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïоñòавëåííоé çаäа÷è ïðèмåíåí оäèí èç мåòоäов маòåмаòè÷åñêèõ ñòаòèñòèêè – êëаñòåðíûé аíаëèç. В êа÷åñòвå мåðèëа 
êëаñòåðèçаöèè ïðèíÿòо åвêëèäово ðаññòоÿíèå, êоòоðоå оáðаçуåòñÿ ïðè ñðавíåíèè çíа÷åíèé ôèçè÷åñêèõ вåëè÷èí. Ïðèмåíèв êëаñòåðíûé аíа-
ëèç, íам уäаëоñü ïðовåñòè ãðуïïèðовêу мåñòоðоæäåíèé ïо ôèçèêо-òåõíè÷åñêèм ñвоéñòвам. Иñïоëüçуÿ ïðèçíаêè ñõоäñòва моæíо ñíèçèòü оáъåм 
ãоðíûõ ðаáоò è ïовûñèòü ýôôåêòèвíоñòü ðаçðаáоòêè ïоëåçíûõ èñêоïаåмûõ, ÷òо ваæíо, оñоáåííо êоãäа  íуæíо ввåñòè в ýêñïëуаòаöèþ áоëüøоå 
êоëè÷åñòво мåñòоðоæäåíèé ñ ðаçíооáðаçíûмè ôèçè÷åñêèмè ïоêаçаòåëÿмè.
Âûâîäû. Òаêèм оáðаçом, ïðèмåíåíèå мåòоäов êëаñòåðíоãо аíаëèçа ïоçвоëÿåò ïðовоäèòü ãðуïïèðовêу мåñòоðоæäåíèé ïо ôèçè÷åñêèм 
ïоêаçаòåëÿм, оñоáåííо êоãäа èçу÷аåòñÿ áоëüøоå êоëè÷åñòво мåñòоðоæäåíèé è ïоêаçаòåëåé è íуæåí оáùèé аíаëèç èõ ñоñòоÿíèÿ. На оñíовå 
ãðуïïèðовêè è ñòåïåíè ñõоäñòва мåñòоðоæäåíèé äëÿ оáåñïå÷åíèÿ ýêñïëуаòаöèè моæíо èñêаòü ðаöèоíаëüíûå ïуòè. Ïо ôèçè÷åñêèм ïаðамåòðам 
ñõоäñòво мåñòоðоæäåíèé моæíо ñ÷èòаòü оáоñíоваííûм. Иñïоëüçуÿ ïðèçíаêè ñõоäñòва, ïðèмåíÿÿ òу æå òåõíоëоãèþ äëÿ ðаçðаáоòêè ïоäоáíûõ 
мåñòоðоæäåíèé Àçåðáаéäæаíа, моæåм ñíèçèòü оáъåм ãоðíûõ ðаáоò è увåëè÷èòü ðаöèоíаëüíоñòü ýêñïëуаòаöèè мåñòоðоæäåíèé ïоëåçíûõ 
èñêоïаåмûõ. 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: мåñòоðоæäåíèÿ ïоëåçíûõ èñêоïаåмûõ, êëаñòåðíûé аíаëèç, êëаññèôèêаöèè мåñòоðоæäåíèé, мåòоä маòåмаòè÷åñêоé ñòаòèñòèêè, 
мåðû êëаñòåðèçаöèè, ñòåïåíè ñõоäñòва мåñòоðоæäåíèé.

Ввåäåíèå
Известно, что большинство месторождений полезных ископаемых характеризуются сложным строением 

и различными формами залегания. Они изучаются с помощью различных горных выработок и бурения по-
исковых скважин с отбором необходимых проб для комплексного исследования. Но с увеличением глубины скважин 
извлечение керновых проб затрудняется, а также изменяются физические свойства кернов (минеральный состав, стро-
ение, пористость, твердость и др.), и без учета этих изменений эффективное ведение горных работ невозможно.

Возможные изменения пород по минеральному составу, строению и по их физическому свойству с глубиной зале-
гания могут быть решены на основании применения теории вероятностей и математической статистики [1]. 

Иначе для получения надежных результатов физических параметров горных пород требуется проведение многочи-
сленных измерений по каждому типу породы, все это сопровождается проведением достаточно большого объема рабо-
ты и требует больших материальных расходов. Поэтому в этом случае применение методов математической статистики 
дает надежные результаты и позволяет сэкономить материальные ресурсы [2, 3].

Ìåòоäû èññëåäоваíèÿ 
Иногда требуется группировка разрабатываемых месторождений полезных ископаемых по физико-техническим 

свойствам в регионе или на рудниках. В этом случае можно использовать метод кластерного анализа в качестве эффек-
тивного математического метода.

Кластерный анализ является одним из многомерных методов для классификации горных пород, вмещающих по-
лезные ископаемые. Такой подход представляет собой совокупность методов, позволяющих классифицировать много-
мерные наблюдения, каждое из которых описывается набором исходных переменных Х1, Х2, …, Хn и позволяет разбить 
исходную совокупность объектов на группы схожих, близких между собой объектов [4–7].

Основной целью в кластерном анализе является выделение сравнительно небольшого числа групп объектов, как 
можно более схожих между собой внутри группы и как можно более отличающихся в разных группах. Этот вид анализа 
широко используется в информационных системах при решении задач классификации [8, 9]. 

Методы кластерного анализа можно разделить на две группы: иерархические и неиерархические.
Для создания классификации горных пород по физико-техническим свойствам нами был выбран иерархический 

метод. Группировка наблюдений осуществляется на основе сходства. Чаще всего в качестве такой меры используется 
евклидово расстояние, сущность которого раскрыта в следующей формуле: 

где m – количество свойств; xi, yi – расстояние между объектами; dxy – значения i-го свойства объектов х и у. В двух- 
или трехмерном случае это прямая, соединяющая данные точки. 

Евклидово расстояние является самой популярной метрикой в кластерном анализе. Оно является геометрическим 
расстоянием в многомерном пространстве [10, 11]. 

Далее представлен кластерный анализ для месторождения мраморизованных известняков. Здесь горные породы 
признаны объектами исследований.
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Физические свойства горных пород характеризуют следующие параметры: плотность r0, коэффициент крепости f, 
пористость P, предел прочности при сжатии σсж, модуль упругости Е, коэффициент Пуассона ν, коэффициент теплопро-
водности l, удельная теплоемкость Сm, влажность w, коэффициент хрупкости kx и т. д. 

Ðåçуëüòаòû
На территории Республики Азербайджан находятся многочисленные месторождения мраморизованных извест-

няков, в том числе Велидагское, Шушинское, Ханкендинское и др. [12–15]. Имеется 14 месторождений (таблица), где 
необходимо провести кластерный анализ. Эти месторождения характеризуются 9 признаками [16].

Классификационный способ в изучении этих месторождений дал следующий результат: в республике соединены в 
три группы месторождения мраморизованных известняков по их физико-техническим свойствам (рис. 1).

В первый отдельный кластер вошли 7 месторождений: Велидагское, Шушинское, Ханкендинское, Гочазское, Ходжа-
вандское, Заринбахское, Гюлаблинское, во второй – 5 месторождений: Горовское, Шеллинское, Охчичайское, Дияллин-
ское, Карамурадское, в третий – остальные месторождения: Агчайское, Халачское, причем первый и второй кластеры 
во многом сходны.

Из дендрограммы видно, что Шушинское и Ханкендинское месторождения объединились в один кластер. Прохо-
дит другая цепочка. Гочазское и Ходжавандское также объединились в один кластер, а Заринбахское, Гюлаблинское и 
Велидагское месторождения пытаются присоединиться к ним. Значит, эти 7 месторождений сгруппировались.

Во второй группе в первом шаге объединяются Горовское и Шеллинское месторождения, расстояние между ко-
торыми diy =1,4, далее к объектам присоединяется Дияллинское месторождение. На евклидовом расстоянии diy = 2,3 к 
ним присоединяются Охчичайское и Карамурадское месторождения и составляют одну группу. Соединение первой и 
второй групп происходит по евклидову расстоянию diy = 9,9. 

Можно отметить, что Агчайское и Халачское месторождения, несмотря на близость объектов, по степени сходства 
с другими месторождениями очень слабые. В процессе разработки месторождений полезных ископаемых эти степени 
разности должны учитываться.

На евклидовом расстоянии (diy = 12,4) происходит присоединение между этими группами и получается один кластер. 
Для месторождений мраморизованных известняков рассчитываем евклидово расстояние, оценку их сходства и 

различия. 
Существует большое разнообразие алгоритмов кластеризации [17, 18]. Воспользуемся агломеративным 

иерархическим алгоритмом классификации. Принято 9 основных физико-технических параметров мраморизованных 
известняков [19].

    Наиболее распространенный способ – вычисление евклидова расстояния между двумя точками i и j на плоскости, 
когда известны их координаты х и y:

 
                             (1)
Примечание: чтобы узнать расстояние между двумя точками, надо взять разницу их координат по каждой оси, воз-

вести ее в квадрат, сложить полученные значения для всех осей и извлечь квадратный корень из суммы.
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Рисунок 1. Дендрограмма 14 исследуемых месторождений мраморизованных известняков по их физико-техническим свойствам.
Figure 1. Dendrogram of 14 studied deposits of marbled limestone by their physical and technical properties
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Когда осей больше двух, расстояние рассчитывается таким образом: сумма квадратов разницы координат состоит 
из стольких слагаемых, сколько осей (измерений) присутствует в нашем пространстве. Например, если нам нужно най-
ти расстояние между двумя точками в пространстве трех измерений (такая ситуация представлена на рис. 2), формула 
(1) приобретает вид:

Тогда в соответствии с этой формулой расстояние между физическими параметрами горных пород составляет:

Расстояние между объектами зависит от масштаба по осям.
Данный эффект можно объяснить тем, что уровни значений переменных физико-технических свойств горных 

пород очень сильно отличаются друг от друга. Согласно формуле евклидовой меры, переменная, имеющая большие 
значения, практически полностью доминирует над переменной с малыми значениями. 

Физико-технические свойства горных пород месторождений мраморизованных известняков.
Physical and technical properties of rocks of deposits of marbled limestones.

Месторождение r0,т/м3 f P,
%

σсж,
МПа

E · 10–5,
МПа

l,
Вт/К

Cm,
Дж/(кг × К)

w,
%

kx,
%

Велидагское 2,66 4,68 1,52 81,2 5,40 1,17 1,07 0,96 0,64
Шушинское 2,55 3,90 1,54 75,0 5,20 1,16 1,10 0,82 0,70

Ханкендинское 2,72 3,84 1,95 44,0 5,38 1,15 1,06 0,73 0,80
Гочазское 2,60 3,88 1,60 55,0 5,60 1,17 1,08 0,78 0,79

Ходжавендское 2,71 4,30 1,70 81,2 5,30 1,21 1,30 0,97 0,67
Заринбахское 2,73 4,87 1,64 89,5 5,50 1,21 1,25 0,91 0,63
Гюлаблинское 2,66 5,00 1,50 98,3 5,40 1,20 1,12 1,00 0,62

Горовское 2,70 4,90 1,65 82,0 5,30 1,17 1,06 0,91 0,69
Шеллинское 2,56 3,94 1,83 58,4 5,26 1,18 1,10 0,89 0,80
Дияллинское 2,64 3,87 1,80 60,0 5,44 1,16 0,99 0,92 0,74
Охчичайское 2,68 4,13 1,82 60,0 5,24 1,12 1,06 0,78 0,79

Карамурадское 2,67 4,15 1,71 65,2 5,26 1,19 0,98 0,76 0,77
Агчайское 2,70 3,97 1,78 45,0 5,31 1,18 0,99 1,00 0,74
Халачское 2,71 4,30 1,60 81,2 5,30 1,21 1,08 0,87 0,67

1 2 2 2− − −d = x x + y y + z z .2 2 2

1 1( ) ( ) ( )

Рисунок 2. Расстояние между двумя точками в пространстве трех измерений.
Figure 2. Distance between two points in the space of three dimensions.   
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Оригинальные значения данных.
Original data values. 

ρ0 f P σсж λ E Cm ω kх

2,55 3,84 1,50 44,0 1,15 5,20 0,98 0,73 0,62
2,73 5,00 1,95 98,3 1,21 5,60 1,30 1,00 0,80
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В этом примере расстояние между объектами будет определяться в основном разницей содержаний σсж. Другие 
параметры практически не будут учтены при выделении кластеров, поскольку их содержания на порядок меньше, чем 
содержания σсж.

Чтобы сделать масштабы по осям одинаковыми, перед кластеризацией исходные величины нормируют, используя 
следующую формулу:

Стандартизированные значения данных.
Standardized data values.

ρ0 f P σсж λ E Cm ω kх
2,55 3,84 1,50 44,0 1,15 5,20 0,98 0,73 0,62
2,73 5,00 1,95 98,3 1,21 5,60 1,30 1,00 0,80
2,64 4,42 1,72 71,1 1,18 5,40 1,14 0,86 0,71

Если мы производим такое преобразование для переменных физико-технических свойств горных пород, получаем: 

Нормированные значения.
Normalized value.

ρ0 f P σсж λ E Cm ω kх
1,03 1,15 1,14 1,61 1,02 1,03 1,16 1,17 1,14
0,96 0,88 0,88 0,72 0,97 0,96 0,87 0,86 0,88

После нормализации  значения физических свойств горных пород составляют:  

–нормированные значения

следовательно, у нас теперь есть нормализованные наборы данных в сравнимых шкалах;
– оригинальные значения

 

Таким образом, мы провели самый простой кластерный анализ. Мы выбрали такой вид графического представле-
ния, с помощью которого можно было бы отчетливо распознать группирование в кластеры.

−

−

−

−

−

−

−

−

f

P

E

Cm

k

d

d

d

d

d

d

d

d

d

2 2

ρ0

2 2

2 2

2 2

σсж

2 2

λ

2 2

2 2

2 2

ω

2

х

= (2, 73 2, 55) = 0, 0324;

= (5, 00 3, 84) = 1, 3456;

= (1, 95 1, 50) = 0, 2025;

= (98, 3 44, 0) = 2948, 49;

= (1, 21 1,15) = 0, 0036;

= (5, 60 5, 20) = 0,16;

= (1, 30 0, 98) = 0,1024;

= (1, 00 0, 73) = 0, 0729;

= − 2(0, 80 0, 62) = 0, 0324.

 
0, 0324 1, 3456 0, 2025 2948, 49 0, 0036 0,16 0,1024 0, 0729 0, 0324 54, 3.xyd = + + + + + + + + =
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Вûвоäû
Применение методов кластерного анализа позволяет проводить группировку месторождений по физико-техниче-

ским свойствам, особенно когда изучается большое количество месторождений и показателей и нужен общий анализ 
их состояния. Используя признаки сходства, применяя ту же технологию для разработки подобных месторождений 
Азербайджана, можно снизить объем горных работ и увеличить рациональность эксплуатации месторождений полез-
ных ископаемых. 
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The use of cluster analysis for the classification of rocks of Azerbaijan 
mineral deposits by their physical and technical properties

Zarifa Jakhangir AFANDIYEVA*,

Azerbaijan State Oil and Industry University, Azerbaijan Republic, Baku

Relevance of the research. The choice of optimal technology and rational development of mineral deposits depends ¬on the reliability of knowledge 
about the physical properties of rocks of the developed deposits. Therefore, we had to pay great attention to creating a classification of rocks in mineral 
deposits according to their physical and technical properties.¬
Methodology. To solve this problem, one of the methods of mathematical statistics was applied - cluster analysis. As a measure of clustering, the 
Euclidean distance is taken, which is formed when comparing the values of physical quantities. Using cluster analysis, we were able to group deposits 
according to their physical and technical properties. Using similarities, it is possible to reduce the amount of mining operations and improve the 
efficiency of mining, which is important, especially when you need to put into operation a large number of deposits with various physical parameters.
Conclusions. Thus, the application of cluster analysis methods makes it possible to group deposits according to physical indicators, especially when 
a large number of fields and indicators are studied and a general analysis of their condition is needed. On the basis of the grouping and the degree 
of similarity of the deposits, lean approaches can be sought to ensure exploitation. In terms of physical parameters, the similarity of deposits can be 
considered reasonable. Using similarities and applying the same technology to develop similar deposits in Azerbaijan, we can reduce the amount of 
mining and increase the rationality of the exploitation of mineral deposits.

Keywords: mineral deposits, cluster analysis, classification of deposits, method of mathematical statistics, clustering measures, degree of similarity 
of deposits.
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