
�������������	
� 	
�� � �
��
� ��� �� N �� 
����� ����

�������� 	
���	����
���� �	
����	
	���

	�	����
�� �	��
�� ���������
��� �����

�


������� ���	����
���� �����	�����
	���

�� �� ������	 
� �� �
�
�

�������� ������ �� �� �
	

���������	 � ����� � ��	
���
�
���� ��

���
����� �
���
�
 �
��������
������ ����
�
��� ��
���� ������������� ������
������ ������
����� �
��
� 	�� ��

���	������
� �
�
������
� 
����
���� � ���!� � ���� ��"
	
��
����
��� ���	���
���� �
������� �������� ����
#����� � �
�������
��
��
	��
��� 
����
	� $��� ��
���� � $�����
���� ��	� %�� ������� ����"

������������ 
�
���� ������
��� ���
���� ���
��������� ���	� ���

����


 ��
���!����� �������&�� 
��� $��

�' �����
����� ��
���!����� ���"
���
������� ��
���!����� ��	������ �������� 
�������
�� 
��
� � �������

�������
� 
������&�� ���	 ���

����� �� ���
���� �����

����� ������
���
� 
����	���� �� � #��������� �	������ ����������

�� �������	
� ����
�� ����	���
������������ ����	����������
���������	���� �����������

���� �������	
� ����
�

� ����� � ��	�
��� 
�	����� ��	�
����� ������
���	������ ������� ���	��������� ��� ����� ����
����� � ���	������ ���� ��������	��� ��� ������
��
���� ��
����� � ���!� � ��	" ����	����
����� ����
��������� ������	�� �
"���� �����#�	���� ����
������ ���
��������� �������� $��� ������� � $	���
������� ���% �����!�� �������� �� �� �����&����
� ���� ���#�
����� #��	�� ������ $�� �� �����	���
���	������� �� ������������ ���������� ���	���
��������� �����% '���� ���� ���
"���� � �����
��� 
�	���� ��	�
����� ���"���� �	� �������� �
������
� ���
��!���� ������� 
�� �� ��#������
��������	����% � ����� � $��� ���������� ���"�	��
��� ����
� ������������� � ���#����� �����	� ��
$��� ���
��!����� ��%�% ��������"���� ������ ��
�� ���
��!���&�%

(������� ������ � $��� ����
� ) ���
��!����
�	��� ��	"
������ � ���"	����� ���!���� 
����	��
���� ���� ��������� �� 
"���� ������!�� ��"���
��������* ��������� 	"
� �� #���
"���� ��	� ��
�����
�����" 
���
��"�% +��
"���� ��������"����

c����� ���������� 	
��
� �

� � ������

��
��� N RJE������

���
����
������� ���� ��
��� ��
������
�
��  ��
��� �����
URL! http!""eos�wdcb�ru"rjes"v��"RJE�����"RJE������htm

���� $��� �	�� � ���� ���������� ���� ��������
&,��� ����������� ���	��"�� ���	������ �� ����
����%

-",����"&� 
����� �������� ���
	��� �������
���
������ ������ �	� "�������� ����!����� ����
������� ���!���� ���� ��������� �����
��	��� �
������� �� ��������������*

.% -	�� �� ���� �� ��	����� ����	���� ���������

����� #"������ � ��������	��� ��
�� �
	����
���
��� ���!����� �
	������ �����"�"& ���	�
��������� ������ �������� ���
,� ������ ���
!�� � �� 
��� ������������ � ���� #"����� ��
��������% /�$���" �	� ��������"���� �	���
���
������ �� ��	��� ����� $�" ����"& ��
���!� ���������������� �� �	� �����!����
��������	���� � ���� #"����� �� �������%

0% '���� ��	����� ��#������� �� ���
��!����
����"����"�� 1�"�2 ������� ��!�� 
���
���� �����*

� �����������3

� ����������	���� 	���� ��#�� � ������
��������������3

� ������
���� � ��������� #���������� ���
����%

� ����� � $��� ��������� ���
	��� ����������
�
	����� ��	� �� 
������ ������,���� � ����� ����
�������%

�� -�	������� ��������"��������� "
������ ����
������� � ������ �������� � ���������	����
����",����� #���������%

.45



.4� ������� �	�	
� �
���	�� �������	������� ������
���
	� �
�
������ ���	���

���� �� 6	������ ��������"���� �	��� ���������
�� ��� ���
��!���&%

�� /� ���������� ��������"���� ���
"���� �����
�
�� ��	"
����� ���������� � #���
����� ����
���� ���������%

���� ����� ���������

7	� ������� ��������
��	����� ���
	�� ������

���� �	������ ��������"���� �	��� ��������� ��
���
��!���& ��	&
�&,�� ���� $����� ����% .�% 8�
������ �� �������� �������� ���
��!���� � ��"��
�������" �
�����
�	��"� ���" ���	� 
��� �� ����

���� �� /��������� ���	��� � ����	���� ����������%
�� �������� ���
��!����3 
� ��� ���	��3 �� ���������������� ���
��!����%

��� $���� ������� ��� ���	�� � ����	��� ������
���� �� ������� �� �������% 8� ������� ���� ����
������"�� ��
������ ��������� � ��	�& ��������
��� �� � �	�����" ���"% 8� 
�������� $���� ���
����� ������
������ ���������������� ��
�����
��	��� ���
������� �	� ���������� �	��� ������
���� �� ������� ������ ����
���	���� �������
������% 8� ����� ���	&
���	���� $���� �����
��
������ ��	"
���"& ���������& � #���
����� ����
���� ���������%

/���		&�����"�� ��������	����� ���� ���"���
#���������� ���
��!���� � ������ ������� 
��
���������� �� ��!��� �� $�����%

.% ���� ����	���������� �������
� ��	&�

��� ��& ��
��" �� ����" ���
��!���� �� �	���
��� �	� 
"���� � �����&��� �������������� 
���������� ��� � 
�������" ���" ����������
���� � ������� � �������" ���	� $�� ���
���
�����% � ���"	����� ��	"
����� ��"��������
���
��!���� ��� � ����������"�� #��" � . )
�����	" ������	�&,��" ��#����������� �
�
	����% '�!��� ��
�� �� ��� ����������"��
�����"��	���� �
	���� �� �������	� ������
������� ������	����� ����
����� ����������
�� �������%

0% ���������� �
����� ��������������
�������� ������ ���! ��!�� �����������
��"�� �"����* ������� ������������	
 �	��

	�	��� �	� ������� ���	����	����� �����	�
���
%

���� /�� ����	�������� ��������
����� ����
#�	���� �� "�������� ��	,��" ��#���
��������� �
	����� �� �������� ���
���
!���� ����% 0�� ��� 
��
� ��� $��� ��
�
��������	��� �������% /�� $��� �
���
�"���� ��������� ���	��� ���������� ����
	�� �������������
����� ������� ���
����� ������	��� ������	���� �����"���
��� �
	���� � ����������� ��
�� ����
��
$���� ��������� ����% 0
�% 7	� ����	��
��� ���������� ���������� ����������&



������� �	�	
� �
���	�� �������	������� ������
���
	� �
�
������ ���	��� .49

���� "� :��"	�������� � ����
"��� ����������%
�� �� ���"	��������3 
� ���	� ���"	��������%

�"��� "��	���� "�	���� ��
��% � ���"	��
���� ����� ���!����� ����
�� �������
��� �� ������� �� ��������&��� ����% 0��%

���� /�� ����	�������� ����
��������� ����
������� �� ���
�	� ��������� �� ��"��
"��������� ���
��!���� � ��� ��������
���" ��������	���& ���������� ��
���
��#����������� �
	����� ��� 
�	����
���
���� 
�� ��	���� ��� "��	��� ��
����� �
	���� � ������� ���� ������	��
!��* ��
��� ������,���� � ������ �
	��
���� ���������&��� �������	���� ���
��
���% ;���� �� ���" �������& ���������
��	��� ��
����� ��
�� �
���"&,�� ����

��% ( ������� ���������"�� ��	"
�����
���
��!���� �"
����� 	����� ��
�� ���
������� ����������� � ���"	����� �����
������	����� ��
��� "
������ � ������
��� ����������& "��	�� "�	���� ��
��
����% 0�%

<% ���#�!������! � �����#��! �������	�	
���������� 
��
� ����� �����!����� �����
����	��� ���
��!���� � ���� ��
��� �	�����
#"����� ����"	���� ��	�����������	���� ��
��
������ ��
��� ����
�� ) ���������� ����
	�� �������������
����� �������% =� "���
	��� �� ����
�� 	����� ��
�� �	� ���
�����
�� �� �����	��� 
����� ��� 
��
� �� ��!��

�	� 
� ��������������� ��� #"����& �� ����
���� y�x� ����% <�% +����� ���������� ��
��
�������
�� �� ��
�����& �� ��
��� ������ ���
�����	����� ������	�&� �	���"& #"����& ���
����� ��!�� 
��� ��������� � ����,�& ��	���
�������	���� �� ��
��� ����
��% 7�	�� ��	"�

����� ����� �
����� ��������� 
"��� ���!�
�������� ����������%

>% ��
�����#
��! ����� ��������� ��������
��� �"��� ��
��� ���	�������	������ �������
��� ����&,�� ������	���� �"�� � ��",��
���	����� ������� ������
������ ����������
������� � "�	����� ����������� �"��� 	��

���� $� :�������"���� �	��� ���������%
�� �������� ��
�� ���������3 
� ��
������ ����
�����%

��	���� ����� �� ��	����% /����� ����!�����
������ �"�� ��������	�� �� ���% >% ?���	����
���� ��	���� ������	�&��� �� ������ �������
���� ��!�" ���������������� ���������� �
�������� �����	�!���� �� �������� "
������%

5% ���������� ���#�����#%&�� 
��	�� ��"�
,����	����� �������	����� �"
�
������
��	������ �� ��
��� ���
������ ����������
����% 5� � ������
��������� �	� ���������� �
#���
����� �������� ���������%

��"� ����	���������! �������
� ������ �'
��!

(������� �������	 �",����"�� � ���� ���
���
!���� �� 
"���� �	� �����#�	����% 7	� �����
$��� ���
��!���� � 
"��!���� ������	� ����	��"�
���� �	�������� ������% � �	"
�� �����#�	����
��!�� ����	��������� 	�
� ������������ ������ 
	�
� ��#����� #���������� � 
�	���� �������&�
,�� �����
�����&% :��"	����� ������������ ���
�"� ����������� � ���� ���
��!���� ��������� �
���#�
����� #������ TIFF ��% @�	��� .AA5B� ���
��"��������� �
�����
�	���� ��� � �����!�,��� ���
����� ������ �	� ��������% C�	� �������� ���
���
!���� �� ��	����� ��"�������� �� ��� ����������
� ���" �"��� ���������� ����
���������% � ���"	��

���� (� /��������� ���"	����"&,�� ������%
�� ��
������ ��������3 
� ���"	����"&,�� ������%



.44 ������� �	�	
� �
���	�� �������	������� ������
���
	� �
�
������ ���	���

���� ��	"
����� ��"�������� ���
��!���� ��� � ���
��������"�� #��" � . ) �����	"% /�� ���
�������
��� ��",����	����� ���������� ���
��!���� ������
��� � ����!����� ��� 
��
� ��������� ��� 
�	�
���������	���� ������ �������
���	��� �	��� ���
����� ��� ��	�
��� �����	� 
�	� ������	��� ����"
�����%

:��������� �����
��� �����
 �������� ���
��!��
��� � ��"��������" ��������	���&% C�	� ���
��!��
��� ������� ��!��� ��
�� ��!�� 
��� ������ �����
��� 
���	 �R�G�B� ������	�&,�� ����� �
�����
������ ���� ��	"
����� �� ���� �������� ������*
�������� �R� ��	����� �G� � ������ �B�% '�!��� ��
$��� ��	�
�� ��������� ��	�� ���
���� � ���������
� �����	�� �� � �� 055%

- "
���� ������������� ������� ���
��!����
����
���"���� � ������� ������ �� �	��"&,�� #���
�"	�*

C D round�R� �� <.. EG� �� 50> EB � �� .�5� � �.�

��� C ) ��!�� ��������� ��	�� ���
���� �� � ��
055 � ����������"�� 
�����" ����" 055 ) 
�	��" �
��� ����	���� ���
���� ) �����!"��
��� ��������
������%

/��	� ����
��������� �������� ���
��!���� �
�����"�������� 
�����
�	�� ���
������� ����� �	�
�������� � ��"��������" ��������	���& ��
�����
�� ������ ����������� �"��� ��������� 
����� ���
��������� �	��� � ������ �� ����%

+����� ����� ���
��!���� ��������� � ��"������
���" ��������	���& ����	��� ������	���* ����� ��
$��� ��"� ������ ����������"�� �����	" � ����� )
#��"% 7	� $���� ��
��	��� ������� �	�,��� ���
��������� ��!��� �� $��� ������ � #������ �
G�
��	��� ���� ��	"
����� 
�	���� ������� �
�	��
5�H�% 7����� � ���������� �	�,��� ���"� 
���
��	"
��� ��� �"��� ���	��� ������ ���
��!����
�� ��� 
��	� ������� =�����'��	� @������	�� .A953
������	� � ���� .A49B� ��� � ��� �����������%

�� ���������� ��������
��
��
���������� ��� ����������
�
����� �����������

���� )���	� ��������
��
�� ����������

�������������� �	�
	�	��� �mathematical mor�
phology� ) $�� ������ ��"
�&,�� ������ ����	����
���"��"���� ��#������� �� ���
��!���� �	� �� ���
��	�������� � �������� ������ �computer vision�%
(��
��!���� � ��� �����������&��� ��� #"�����
�� ��	�
��	����� �������% � ����� � $��� ���������

���"& ���#�	���& ��!�� ������������� ��� #���
��	���� ���� � $	����������� ����������� � ����

������� �sup inf ����������� �
	����& ��������
������� ��	�&��� ������!����� $��� �������%

J�����	���� 0%.�.% =��!����� L �������� ������
��	 ��	���	������ ��	� �� ��� ������� ��������
��������� � ����� 
�� �	� 	&
�� a� b� c � L ����	�
���� ��� ��������*

.� ��#	����������* a � a
0� ������������
�����* ��	� a � b �� �b � �a
<� ��������������* ��	� a � b � b � � �� a � c�
J�����	���� 0%.�0%�	��	
 �� ���	
 �complete lat�

tice� �������� 
����
�� "������
����� ���!����� 
	&
�� ���"���� ������!����� �������� ����� ��
�
�"& �����&& � ��!�&& �����%

J�����	���� 0%.�<% �������������� �	�
	�	���
) $�� ������ ��"
�&,�� ��������	���� ����������
��!�" ��	���� ��������� � �������� ����������
��������� ������� ����������* ��� ������ �dila�
tion� ���������� �erosion� �������� ������ �anti�
dilation� ��������������� �anti�erosion�% K�� ����
������ ������&� $	����������� ����������� ���
������
����� ���#�	����%

J�������� ����� �������� �� $	���������� �"�
��� �� �
G�������� ������
���� � ����������%
/���������� ��������� ���"� ����	��������� ���
�������� �	� ���������� ��"��� ���������� �
�%�% =��!����� $��� ���������� � �������� �
���
�"&� 1���	� ����������	� ������������	
 �	��

	�	���2 �8(==�% - ������
����� ��
�� ������ 
8(== ��	����� ��
���� �����"������ �	� �����
	���� ���"��"���� ��#������� �� ���
��!���� �
����
�� ��������� ������%

J�������� � 8(== �������"&��� �������
���� 
����������� �� �� ��������	���� � �������� $	�����
������ ����������% +���� �
����� �� ������	��� 
� ������� ����������� �	�!����� �	��"&,�� ������
���� ���������� � ��������* �������� ���������
� �������� ��������� ������� ������� � ��������
"�����% ;���� 
"�"� ������	��� ��������� ���
�
������� �	� �������� ����
�% J������� ��"���
��!�� ����� � ��
���� �� ��������
����� ���#��
	���� @Banon and Barrera� .AA.3 Konstantinides and
Rasure� .AA>B%

- �	��
���
����� ��
�� ������ $	���������� ����
������ ��	�&��� ���
��!������ ��!�" ��	����
��������� �� �	��"&,��� ����������*

J�����	���� 0%.�>% /"��� L� � L� ) ��	��� ���
����� ��L�% J������� � ����������
� ��� ������� �� L� � L� ��	� ����� D �����
� ����������� �� L� � L� ��	� ����� D �����
� �������� ������� �� L� � L� ��	� ����� D �����
� ���������������� �� L� � L� ��	� ����� D ������
��� � � � ����
�&� �������������� ������
���� �
�
G�������� � �������������!��������� ����	�%

/"��� Z ) ���!����� ��	�� 
���	 I D f�.� �� .g�
f�.� �� .g�Z� E D �@��mB� @�� nB�	Z� K D @�� kB	Z 



������� �	�	
� �
���	�� �������	������� ������
���
	� �
�
������ ���	��� .4A

��� k�m� n � �% J
����
�� KE ) ���!����� #"���
��� �� E � K% 7�	�� ��	� �� "������ ��������� ��
��	����� 
�� f� g� f�� f� ) #"����� �� KE % K�� #"���
��� ��������	�&� ���
��!���� � ��������� ������
� 
������� ��	� K D f�� .g�

)���	��� ��������� � ��������

/�����
���� � �
G�������� ��"� #"����� �������
	����� �������������� �	��"&,��� #���"	���*

�
f� � f�

�
�x� D min

�
f��x�� f��x�

�
� �0�

�
f� � f�

�
�x� D max

�
f��x�� f��x�

�
� �<�

J�������� ����	����� � �������� ������	�� �����
���������� ���

�
 f��x� D k � f�x� � �>�

�
f� 
 f�

�
�x�D

�
f��x�� f��x�� f��x� � f��x�
�� ��	
�� �5�

/"��� B�I� h ) ������ �� Z�% +���� �
����
��

B E h D fxE h * x � Bg � ���

Bt D f�x * x � Bg � �9�

Bc D fx � I * x �� Bg � �4�

J�����	���� 0%.�5% !���������� "������	� ���
������ 	&
�� ������!����� B � I% =��!����� I
�������� "����������� �������	�% � ��	�������
�� 
"��� �������� ���"��"���� $	������ � ���� ���
����� ������� <�< ��� ������� ����������"&� ����
�"�����& ������� $	������ � B � ��	� ) ��� ���"��
����&%

������ ��� 
������� �������� �� K�Z � K �����
��	����� �	� ���� t � K� n�Z *

t LEnD

��
�

� ��	� t D � �	� ft � � � tE n � �g
tE n ��	� t � � � � � tE n � k
k ��	� t � � � tE n � k �

�A�

t L�nD

��
�

� ��	� t 
 k � t� n � �
t� n ��	� t 
 k � � � t� n � k
k ��	� ft 
 k � t� n � kg �	� t D k �

�.��

J�����	���� 0%.��% /"��� g ) #"����� ���
��!��

&,�� ���"��"���� $	����� B � Z� f �KE ) #"���
��� �� E � K% +���� ��� ������� ���������������
������������ 
������ f �	 g ���������� #"�����

���� *� /��������� ��������� ����������%
�� �������� ���
��!����3 
� ���"	���� ����������
����������%

�g�f� �KE ��������������� �g�f� �KE� ������	���
��� �	� 	&
��� x�E � ���������� ���

�g�f��x� D max
�
f�y� LEg�x� y� * y �

�
Bt E x

�
	E
�
�

�..�

�g�f��x� D min
�
f�y� L�g�y � x� * y � �B E x� 	E

�
�

�.0�
���
�� max��� D ��min��� D k�

7�	�� �� 
"��� ����	������� 
������ �	"
��
$���� ������	���� ) ����� #"����� g ��������� �
����� �"	&% /�� $��� ���������� � ����������
������� ��	��� �� ���"��"����� $	������ B � �����
��&��� �������������� ��� ������� � �����������
f �	 B% M���"	� �	� ��� �������"��� � ����*

�B�f��x� D max
�
f�y� * y �

�
Bt E x

�
	E
�
� �.<�

�B�f��x� D min
�
f�y� * y �

�
B E x

�
	E
�
� �.>�

8� ���"���� ����% � ���% 9� �������� ���
��!��
��� �� � ���	� ���������� ���������� � ��������
��� ��� ����	�������� � ��
����� ���"��"����� $	��
����� ������� I D f�.� �� .g� f�.� �� .g�

-	��"�� �������� 
�� ��������� ���������� �
���������� ���
,� ������ �� ��	�&��� �
�������
��"� � ��"�"% (� ���������� �
���"�� 	�
� ������
��� �������� 	�
� ��������� �� ����������� �� ��
��	�!���� � ���� ������� 
"�"� ����������� ��!�%

���� +� /��������� ��������� ����������%
�� �������� ���
��!����3 
� ���"	���� ����������
����������%



.A� ������� �	�	
� �
���	�� �������	������� ������
���
	� �
�
������ ���	���

���� ,� /��������� ���������� �������� � �����
�����%
�� ���"	���� ��������3 
� �������� ���
��!����3
�� ���"	���� ���������%

J�����	���� 0%.�9% J������� i �� KE � KE  ������
��� �	� 	&
��� f  ����� 
��

i�f� D f �.5�

������� ��������� ����������%

)�������� ���	��� #��	�!

K�� ��������� �������� � ����	�������� ��	���
������ ��������� ��������� ��!���� ����% J������
	�� ��������� �� ���

J�����	���� 0%.�4% J��������

�aB D
 �Bc � �aB D
 �B �.��

������� �������������� �������� ������� � �����
����������� �	 B�

J�����	���� 0%.�A% J��������

�B D �B�B � �B D �B�B �.9�

������� �������������� 	�������� � ����������
�	 B�

(���	��"� � ��
����� ���"��"����� $	������ ����
���� I D f�.� �� .g� f�.� �� .g ���
����� ���"	����
���������� � ���
��!���& ����% 4
� ��������� ���
������ ����% 4�� �	� ��������� ����% 4��%

J�����	���� 0%.�.�% /"��� A � B ) ���"��"����
$	������ � A � B% +���� ���������

�A�B D �A � �
a
Bt � �A�B D �A � �

a
Bct �.4�

������� �������������� �	�	#��$%�� ������ � �	�
�	#��$%�� �����%

J�����	���� 0%.�..% J��������

�A�B D i 
 �A�B � �A�B D i � �A�B �.A�

������� �������������� ����������� ����& ���� �
���������� �	�%��� �	 ���� ����������� "������
�	� 'A�B(�

)�������� 	������ #��	�!

K�� ��������� �������� � ����	��������� ����
�
���� 
��	� �������� ����������% ������ �	��"&,��
�
����
����*

��fi * i � I� D ���f� � f�� �K� � fN �

��fi * i � I� D ���f� � f�� �K� � fN � � �0��

�nB D

�
�BK �B � n � �
i� n D �

�nB D

�
�BK �B � n � �
i� n D � �0.�

n������	� ��� ������ � n������	� ���������� 

�nB D �nB�
n
B �nB D �nB�

n
B �00�

n������	� 	������� � n������	� ��������� �	 B�
/"��� � � � ) ��� ����
��� ���	�������	������ 

������,�� �� n ���"��"���� $	������� ���
�� Ai�
Bi% +����

�n��� D �A��B�
K�An�Bn

�0<�

n������	� ����& ���� �	�%��� �	 ���� ��� ���

)�������� �������� #��	�!

K�� ��������� �������� ���"������ ����	��"�
����
�	��� ��������	����� 
��	� �������� ��������
���% 7�	�� �� ����	��"�� 	��� ���� �� $��� ������
�����%

J�����	���� 0%.�.0% /"��� � � � ) ��� 
������
�
��� ���	�������	������ ���"��"���� $	������� Ai

� Bi ���
�� Ai�Bi% +���� ���������� �	���	����
������� ����� ����& ���� �	�%��� �	 ���� ��� ��
������� ���������&

O��� D �A��B�
K�Ai�Bi

K � �0>�

7	� ������� ���������� �	��"&,"& ���	�������	��
����� ���"��"���� $	�������*

A� D

	

 � � �

� . �
. . .

�
A � Bc

� D

	

 . . .

� � �
� � �

�
A � �05�

J���	���� ���"��"���� $	������ ������ ���* ���
�	��"&,�� ��	"
�&��� �� ������",��� ��� �������
��� �� 
������ ����	�� �� >5 ����"���% +���� �
���
���



������� �	�	
� �
���	�� �������	������� ������
���
	� �
�
������ ���	��� .A.

A� D

	

 � � �

. . �

. . �

�
A � Bc

� D

	

 � . .

� � .
� � �

�
A �

A� D

	

 . � �

. . �

. � �

�
A � Bc

� D

	

 � � .

� � .
� � .

�
A �

P� Ai�� D Ai� B
c
i�� D Bc

i � P �

�0��

-��	�� ���
��!���� ������������ � ����,�& ����
������ ������	������ #���"	�� �0>� � ����	��"�
&,��� ���	�������	������ ���"��"���� $	�������
�05� � �0�� ���
��!�� �� ���% A%

���� -���
���� �������������� ��������

;�������� ��#����������� �
	����� �� ���
���
!���� ����������� 
��
� ��	����� ��
��������
������ �
	����� �����	� �	� 
�	�� ��
���� �������
���� ���	���%

;�������� ��������	��� ��
�� �����"������ ��"�
���	�������	��� ����������� �������� ����
�	�
���������� ����� ����������� � ������	����� ��
#���"	� �.9�% 7	� ���������� ��������� � ��
��
���� ���"��"����� $	������ B �� ����	��"�� $	��
��������� ������� I D f�.� �� .g � f�.� �� .g% J��
����� ��� �
������� ��������*

Q����!����� 0%0�.% /�� ��������� ����������
�
G�������� ��#����������� 1���������2 �� ����

��!���� ���������� ��!�" �������� ������ ����
���� ���"��"����� $	������%

Q����!����� 0%0�0% /�� ��������� #������
1�����2 �� ���
��!���� ������� ������ 
��
���"��"���� $	����� �������&���%

� ���"	����� ���������� ��������� ��	"
��� 
��
	�� ���������� �%�% � ������� ��
��������& ��
����� ��#����������� �
	����� ���
��!����
����% .��%

���� .� /��������� ��������� ���������� ���	���%
�� �������� ���
��!����3 
� ����������� ���	��
���
��!����%

���� �/� /��������� �������� ���������%
�� �������� ���
��!����3 
� ���"	���� ���������%

��"� ���������� �
����� ��������������
�������� �� ���������� ����

/��������� ���	��� ��#����������� �
	�����
���������� �"��� "��������� �� ��	,��� � ��� 

��
� ��� $��� �� �
��������	��� �������% /��
$��� �
���"���� ��������� ���	��� ���������� ����
	�� �������������
����� ������� ������� �������
	��� ������	���� �����"����� �
	���� � ���������
��� ��
�� ��!��� ����
�� ����% 0
�% /���
�������
��� ���
��!���� ��",����	����� � ����,�& �����
#������ #���"	� �0>�*

O��� D�
�A����B�

� �A����B�

�
K
�
�A��i�Bi

� �A��i�Bi

�
K �09�

��� ����	��"���� �	��"&,�� ���	�������	������
���"��"���� $	�������*

A��� D

	

 � � �

� � �
� . .

�
A� A��� D

	

 � � �

. � �
� . �

�
A �

A��� D

	

 � � �

. � �

. � �

�
A� A��� D

	

 � . �

. � �
� � �

�
A �

A��� D

	

 . . �

� � �
� � �

�
A� A��� D

	

 � . �

� � .
� � �

�
A �

A��	 D

	

 � � .

� � .
� � �

�
A� A��� D

	

 � � �

� � .
� . �

�
A 3

�04�



.A0 ������� �	�	
� �
���	�� �������	������� ������
���
	� �
�
������ ���	���

A��� D

	

 � � �

� � �
. . �

�
A� A��� D

	

 � � �

. � �
� . �

�
A �

A��� D

	

 . � �

. � �
� � �

�
A� A��� D

	

 � . �

. � �
� � �

�
A �

A��� D

	

 � . .

� � �
� � �

�
A� A��� D

	

 � . �

� � .
� � �

�
A �

A��	 D

	

 � � �

� � .
� � .

�
A� A��� D

	

 � � �

� � .
� . �

�
A 3

�0A�

Bc
� D

	

 . . .

� � �
� � �

�
A� Bc

� D

	

 � . .

� � .
� � �

�
A �

Bc
� D

	

 � � .

� � .
� � .

�
A� Bc

� D

	

 � � �

� � .
� . .

�
A �

Bc
� D

	

 � � �

� � �
. . .

�
A� Bc

� D

	

 � � �

. � �

. . �

�
A �

Bc
	 D

	

 . � �

. � �

. � �

�
A� Bc

� D

	

 . . �

. � �
� � �

�
A 3

�<��

A��i�� D A��i� A��i�� D A��i� B
c
i�� D Bc

i � �<.�

��$� ����������! ������� #������� #���	
����������
����

J�����	���� 0%>�.% ���#�
 �
 	������	��&$
�	��� ai�j �������� ���!����� ��
�� bm�n ����� 

�� max�ji�mj� jj � nj� D .�

/����������� ��� ���
��!���� ���	� ����������
��� ���	��� �� "��	��� ��
�� �����!�,�� � 
	��
!����� ����������� 
�	�� ��"� ��
��% � ���"	�����
��	"
��� ���!����� ������ ������� ��� �� �����
��� �� ��������&��� ����% 0��% 7�	�� $�� ������

"��� �������� ����������� �	� ����������%

�� ���������� �
����� ������ 
����������� ������� ���������	����
����������

"��� ������� �� �	#�#��	��	��� ������ ���!

 ����������# �������	����%

(������� ������ ) $�� ��"�"�������� ���
��!��
��� ��� � ����������"�� #��" � . ) �����	"% =�

����� ������� � ��� �����"��������" ��������	��
��& ��� ��
��� ��#����������� �
	����� �����
������"&� ��� 
�	���� ���
���� 
�� ��	���� ���
"��	��� �� ����� �
	���� � ������� ���� �������
	�!��% +�� ����� ��
��� ������,���� � ������
��#����������� �
	����� 
"�"� ���������������
���
�	���� ���
����%

6	������ <%.�.% ������� �� �	#�#��	��	���
������ ���! 
 ����������# �������	����%%
6	������ ������� �� ������� � �
������� �������
�� ���
��!���&*
��!��� ������* J��!�����	�� ���
��!���� �

�������� ������� M � N  �� ���"������ �������
������� ������" ����
��!����� ��
���� � �� �����
���� 	����� "�	� � �����
���� ������ ��!��� ���
����� ���
���� ���"	���� $	������� �� #���"	�*

ai�j D min
�
ai���j� ai�j��

�
E. � �<0�

��� i D .��M�0� j D .��N�0� ai�j���
)������� ������* (��"������ �������������

������" ��
���� � �� ������� ��!���� "�	� � ������

���� 	���� ������� ������� ���
���� ���"	����
$	������� �� #���"	�*

ai�j D min
�

min
�
ai���j� ai�j��

�
E.� ai�j

�
� �<<�

��� i D .��M�0� j D .��N�0� ai�j���
C�	� ai�j D � �� �	� ������ $	������ ���
���� ��

#���"	�� �<0� �<<� �� ��
��	�����%
8���"��� ������ 
�� ���	� $��� ����
���������

���
��!���� 
"��� ����� ������� ���%
�����!�� ��"��� �������� ���"�������� �����

���� � �����"��������" ���
��!���& ��������� ��
�� ��"� � �� ���� �	� ���� ������	������% J�����
����� ���������� ���
�� ����� ������ � ����!���
���� �� ���" ���	��� ��$���" ������ ����
� �	��
�"�� ������������� ��	��� ���������% 8�!� 
"���
��������	�� �	������ ����!����� ���	��� �� ����
���	����" ���
�" �����������" "�������� ������

��%

"��� ���������� ����	����������� �
����� ��
���# �������%

(��� �� ����	�	� ������	���� ���
�� ��#���
��������� �
	����� ���
��!���� � ������ �����
��������� �� ��� ��� ���"��"���� ���	��% /���
!�� ����� ������� 
�� 	&
�� ���"	���� $	�����
������� ����� ������� $	����� �� ������" �����
��� ��� �� ������� ���� �� �����" �� 
������
�������� ������	���� ��	��� ������ ����� �����%
+��!� �����!�� �� ����� ����� ������� $	����� ��
������" 
�	���� ���%

������ �
,�� ������	���� ��
�� ���
��*
J�����	���� <%0�.% )	����� ������ 
"��� �����

���� �� ��
�� ��	�
��	����� ������� � �������



������� �	�	
� �
���	�� �������	������� ������
���
	� �
�
������ ���	��� .A<

���� 
� ���� �� 
������ ����������� ��� x �	� y�
������ ���� � ��
�� ��	����� 	���	���� ������"�
��� �� $���" ������	���&%

- "
���� �����#��� ����������� �	"
�� � ���!�
����	��"����� ������ ���������� ���
�� #����	��
��� "�	���� �� ��
�� ���
�� 
"��� ���	����� ���*

J�����	���� <%0�0% +�
�� ai�j 
D � �� ���
��!����
��	����� �	��	
 ������ ��	� ��� ��	����� 	���	��
��� ���
�� ����	���� ���� 
� ���� �� �	��"&,��

������ "�	����*

.� ai�j � ai�j�� � ai�j � ai�j���
0� ai�j D ai�j��� ai�j � ai�j�� � ai�j � ai�j���
<� ai�j � ai���j � ai�j � ai���j�
>� ai�j D ai���j� ai�j � ai���j � ai�j � ai���j�

������ � 
�������� "�	���� ������� � ��� 
�� ����

�� �� ��	" ������ ����������� ��!�� ����� �����"
�� � ���" � � ��� ��
��% � $��� �	"
�� �� ��� �����
�	��� ��	��� ���" ���$���" "�	���� 
����� � ��
������%

-����"������ ���� ��
�� ���
�� �
���"�� �����
������	���� ���	�� ���
��!����% +�
�� ���
��
�,"��� �� ���� �������� ���
��!���� � ��������
����� � ������	����� 0%<�0% /��	� $���� ���
��!��
��� ����
���"���� � ����"��������" ���"* � ) #�� 
. ) ��#����������� �
	���� ����� ��
�� ���
�� 
0 ) ��
�� ���
��%

"�"� 0����
��! ������������ �
�����
� 	�������� �������	�	

/���������� �� ������",�� $���� ���	�� ��	���
����" ����	������� �	� ����	���� ���������� ���
���	��" �� �����!�� "�	���� ��
�� � ���!� ���
!�� ����� ������� �� "
������ � ��	���� ��������
�����& ��#����������� �
	����� ��� ����������
���	��� "�������� ���� ������� ��!�� ���������
� ���
�
���" ���	&
���& �	� ��
��	���& ��
��% �
����� � $��� �� �������� ���������"& ��������&
����������	����� ���	���%

8� ������ ���� "��	��� "�	���� ��
��%
J�����	���� <%<�.% +�
�" ai�j D 0 ���
�� ���
���

�� ���
��!���� �������� ���	�	
 �	��	
 ��	� ���
��	���� ���� 
� ���� �� �	��"&,�� 
������ "�	��
���*

.� ai���j D ai�j�� D 0�
0� ai���j D ai�j�� D 0�
<� ai���j D ai�j�� D 0�
>� ai���j D ai�j�� D 0�

Q�	���� ��
�� �,"��� � "��	�&��� ���"������ ��
���� �������� ���
��!���� � ������������ � �����
��	����� <%<�.%

8� ������ ���� �������� ��������� ��
�	����
�������%

J�����	���� <%<�0% ���#�
 �
 	������	��&$
�	��� ai�j �������� ���!����� ��
�� bm�n ����� 

�� max�ji�mj� jj � nj� D .�

J�����	���� <%<�<% +�
�� bm�n �������� ��
�� ai�j 
��	� ��� 	�!�� � 
	�!����� ����������� ��
�� ai�j�

J�����	���� <%<�>% +�
�" ai�j D . ���
�� ��#���
��������� �
	���� �� �� ���
��� �� ���
��!����
���������	��	
 �	�����	���	�	 ������� ��	� ���
��	���� ��� "�	����*

.� � �� 
	�!����� ����������� ����"����"&�
����� ��� ��
�� ���
��3

0� $�� ��� ��
�� �� ����&��� ��"� ��"��%
+�
�� �������������� ������� �,"��� � "��	��

&��� ���"������ �� ���� �������� ���
��!���� �
������������ � ������	����� <%<�>%

8� ������� ���� �� "��	��� "�	���� ��
��%
J�����	���� <%<�5% +�
�" ai�j D 0 ���
�� ���
���

�� ���
��!���� �������� ���	�	
 �	��	
 ��	� � ��

	�!����� ����������� 	�!�� �� ����� ���� ��
��%

Q�	���� ��
�� �,"��� � "��	�&��� ���"������ ��
���� �������� ���
��!���� � ������������ � �����
��	����� <%<�5%

� ���"	����� �� ��	"
�	� ���!����� ����
�� 
������� ��� �� ������� �� ��������&���% +�����
���"��"���� ���	�� ���
��!���� ������	����� ���

���� $	���������� ����������%

"�$� ���#�!������! � �����#��! �������	�	

K��� ��� ���
������� �� 
����� $����% ���
������ �� ��������	��� ��������� � ���� ���	��
������	������ ��
�� ��� 
�� �	��"&,�� $	�����
���	�������	������ 	�!�� � ����������� ������"�
,��� $	������% ��������� �������� ����������	��
��� ��	�!������ ��������% ��������� �� ���
��
���� ������� �� �����	��� 
����� ������ ����������
��� 
��
� x�t� 
�	� 
� ���������% ��
�������� 
"��	��� ���	�������	���� ��
�� � ��!��� �� 
��
���� ���&,�� ��������"& �
�����" � ��� 
��
�
����� �����!����� ��������	��� ��	"
����� 
����
� ���� #"����� y�x��

(��� �� ������ $���� �� ����� ����������� ����
���� ��� �������#"����& ������"& �	� ��	�� ����

���� ���"�����*

f�t� D �x� y� D �x�t�� y�t�� � �<>�

��� t D ���N�.3N ) 
��	� ��
�� � ��������%
7	� $���� �� ������������� ���
��!���� ���

�	����� ��������� ��� ������	���& ������� <%<�<�
"
����� ���	��� �
���"&,�� �������� � ����
���
�"�� �� � ���" �<>�% /�� $��� f��� ����������"��
��
�	���� ��
�� �������� � f�N�.� ) ����
���%

8� ������ $���� �� ��	�!����� x�t� ���������"�
�� ��	�
���� �� �������&,�� �������� .% +%�% ����

���� #"����� x�t� �� "
����� ��� ������� ��!�"
������"��� � �����"��� �� �������&� . "������
�	����� ������� �� ���"�	�����" �������" ���
��
��& �� $��� "
�����%



.A> ������� �	�	
� �
���	�� �������	������� ������
���
	� �
�
������ ���	���

8� ������� $���� �� �,�� ��
�� � ������� ����
�������� �� #"����� x�t� ������ ���� � ���
�����
������� �� 
���� � $��� ��
���% /���������� ��
��
�	����� �� �����" �����	����� ��������� �@������
�	�� .A953 ������	� � ���� .A49B� �� �	��"&,�� #���
�"	�*

�x�t�

�t

D x�tE .�� x�t� � �<5�

8� 
�������� $���� "��	��� ���	�������	����
��
�� ���&,�� ��������"& �
�����" ��	"
�� 	�
�
�������	���� ������� �������,�� �� ��"� ��
�� �
���������� �
�������� 	�
� ���"	����� �������
�������� ��!�� 
��� �������������� ��� y�x��%

� ���"	����� ����� ��
�� ���������� �������
���"� 
��� ��������	��� ��� y�x� � ����	���������
�	� �������	���� ��	������ � ��	������� �� ������
��	���� ��������� ����	��"���� 	��� ���� �� ���

���% '�!��� �������� ����������"���� ������
��
���� ������	���� ��������� � ������� ��
��!�� 
��� ������ � ���!� #	���� ��������&,��
��	����� 	� �� ������ �������	���� �	� ���%

"�(� �����#&���	� � ��������
� ����������'
���� ������

;���� �� ���������� �����",����� � ����������
������� ���������� ���	��� � ����	��������� ����
�
��������� ���������� � ������������� � ������
�",�� �	��� ��������
����� ���#�	����%

J������� ����������� ������� ��������
�����
���#�	���� �� ��������& � ������� ����
�������
��� ���������� ��	����� ��������% J�������� ���
������
����� ���#�	���� 1�����&� ��"��"2 � ���
#����������� �
	����� "������� �� ��	,��" ��
���� �	� ��	��� �� ��
������ ������	����� � ���
��������� �� ����	��"����� ��
��� ���"��"����
$	�������% K�� �������� � ������ ���"������"
���� �����	���� ��
��� ���"��"���� $	��������
���	��" ������ ���
"�� ������������� ���������
���
��!����* �� ����� .R0 �� ������	���� ������
���
�	�� ������� �
	����% - "
���� ���� 
�� �	�
����!����� ���	��� �
�
�� ����	��"���� ���	������
��	������ ���"��"���� $	������� $�� 
��	� ������
����� � �����	��� ���% 8������� � �	"
�� ����	����
����� ���	�������	������ $	������� �������� #���
�"	��� �05� � �0�� �	� ���
��!���� � ������� �
	��
���� � .� ��
�� �
�� �
��� �������� ���
��!����
�������� ������������� ���	� 0� ���% 7	� �������
���� �������
�� ��
���������� ���	��� ����	���
�
���� ���" 
�� �������� ��������
����� ���#�	��
����� �����" ����
��������� ���������� ���
"����
	��� ����������� �������� ���
��!���� ���
��
���������� �� �������� ��#����������� �
	�����
�� ���%

� ���"	����� �
��� ������� ��	"
����� ���
	����
��	��� ���������� � �������
�� ��
��������� ����

	�� 
�� ��	��� �� ���������� �� $���" �������
��	&%

J
� ������ ���"� ����������� � �����"��������
���
��!����� � �������� ������%

J
� ������ �������
�� ��
��� �� ��������
��
���� ���#�	���� �
	����� 
�	�� ������� ��������
�����!������ �� �
�� 
������� ��
��� ���"��"��
��� $	�������% /�� ����	�������� ������ ����
���
������� ���������� ��������� ���
��� �����������

	������� ���	�
��� ��������� ���������� 1����
���	����� ���
��2 � �����
�� ����!����� ��� ����
����%

+���� �
����� ��� ���������� ���	��� �����
����
��������� ���������� � ��	�� 
�	�� $##�����
��� �� ��������& � ��������
����� ���#�	����� 
������ ������ ��������
����� ���#�	���� ��!�
���"� $##������� ����������� ��� ��
�	���� ���
���� ��#����������� �
	�����%

!� "�
�����#
$�� ����� �������$�
������� ������
��
���
�����������	���� � ������#%&��
������	����� ���������

� ������ ��������"���� �	��� ��������� 	�!��
��
�� ���	�������	������ ��������� ������	�&,��
������	���� �"��% K�� ��",����	����� �������
������
������ ���������������� � "�	����� ���
��������� �"��� 	���	���� ����� ��	���� �������
���% /����� ����!����� ������ �"�� ��������	��
�� ���% >% ?���	���� ���� ��	���� ������	�&��� 
������ �� ��"� #�������* ���������� ��!�" �������
���� � ��������	������� �� 
	�!����� ��������
"
������%

$��� 1�
������� ��
������ 	���	 �
���
�
��������	

��	�
��� ���� ��	���� ��������� ������� ���
������ �� ���������� ��!�" �� ��������� ��
�
���� � ��������� �� ��	�
��� "�	�� ��!�"
������ �������&,�� ��������������� ��������
��
�� � ������	����� � ��������� � $��� ��
���%
+�
�� ��	�&,���� ��
�	�� � ������ "
����� ��
������� �������� ������	���� �"�� 
"��� �����
���� ����������%

C�	� ��
��	����� ��� ��!�" ���������� � ����
��
��� ��
��� �� �	� ����!����� ���� ����	��"�
&��� ��� ��
�� �������� � "
��������� "��	 ��!�"
������	���� � ��������������� ��
�� � ������ ���
�����&,�� �� � �����
��� ��
���% ��� ��!�" ����
��
���� ��
���� ������	����� ��	��� �� ��������
��& ��!�" ����%

;������ ��������� ���� � ���� #���"	% /"���
���&��� ��� �������� A D

�
a�� � � � � am

�
 B D



������� �	�	
� �
���	�� �������	������� ������
���
	� �
�
������ ���	��� .A5

�
b�� � � � � bn

�
� ��� ��
�� p� q ��� ai� bi� p� q�R�% :���

������� ��� ��
��	�&��� �	� ��� ���
���� �������
#"�����%

/"��� �"!�� ��
��	��� ��� ��	���� ��������� A
� B% J� ����� ������	����" �� 
������ �����
��	���� ������ ���������% 7	� ������	������� ����
������� ��
�	� �������� A � ��
�	� �������� B
�����	���� ��� ��
��	�&��� ���	���
���%

� ��
�	� ������� �����	����� ��������� ��
���
	��� ����������� �� ������ � ������	��� �� "��	
���	��� �������� "�	� ���	��� ����� ���
���& ����
���������%

� D

���
��

arctan



ya� � ya�
xa� � xa�

�
� xa� 
D xa�

�

0
� ��	
��

�<��

� D

���
��

arctan



yb� � yb�
xb� � xb�

�
� xb� 
D xb�

�

0
� ��	
��

�<9�

J�����	�� "��	 ���	��� ������ �������&,�� ���

�	���� ��
�� ���������*

� D

���
��

arctan



yb� � ya�
xb� � xa�

�
� xb� 
D xa�

�

0
� ��	
��

�<4�

8����� ������� "��	 ���	������ ������	���� � ���

�	���� ��
��� ��������� �� ������ �������&,��
$�� ��
�� � ������"�� ��� �%
% �������	���� ����

���� ����� .*

� D
min

�
j� � �j� �� j� � �j

�
�

E

min
�
j� � �j� � � j� � �j

�
�

� � � @�� .B �

�<A�

(������ ���������� D�A�B� ��
��	����� �� �	��
�"&,�� #���"	�*

D�A�B� D
�
�yb� �ya� �� E�xb� �xa��

�
�
��.E ���� �>��

+���� �
����� ������� ���������� 
"��� ������
����� ��� "��	���� ��������� ��"� �� ��"�� � "��	��

���� "�	�� ��!�" ������ �������&,�� ����������
������ �������� ��
�� ��������� � ������	�����
� ��� � $��� ��
���%

:��������� ������ ��� ��
��	����� ����������
��!�" ��������� A � �����
��� ��
��� p% 7	�
$���� ������� �����"� ����� ���������� ��!�"

���� ��� Q�	� ��� ��
��	���� ��	���� ���������%

����� ��
���� �������� � �����
��� ��
���%
/�� ��
��	���� $��� ���������� ����
�� ������

�",��" ����	��"���� "��	 ��!�" ������	���� � ����
����" � ��������������� ��
�� � ������ ��������
&,�� $�" ��
�" � �����
��� ��
���% 8� ������ "��	
������	����� ��� �� ���% .. � �� ��"������� ��
���
�� �	��"&,�� #���"	�*

� D

���
��

arctan



yak�� � yak��
xak�� � xak��

�
� xak�� 
D xak��

�

0
� ��	
��

�>.�

8������������ "��	 ���	������ ������	���� � ��
�
��� �������� �� ������ �������&,�� $�� ��
�� 
������	����� ���*

� D
min

�
j� � �j� �� j� � �j

�
�

0

� � � @�� .B � �>0�

(������ ���������� D�A� p� 
"��� ��
��	����� ��
#���"	�*

D�A� p� D
�
�yp � ya��

� E �xp � xa��
�
�
��. E ���� �><�

:��������� ��!�" �����
���� ��
���� p � qD�p� q�

"��� ��
��	����� �� #���"	�*

D�p� q� D
�
�yp � yq�

� E �xp � xq�
�
�
��. E .��� �>>�

$��� )���� �������	�	2 �����#%&��
����������� �#��

� ��
����� 
������ ��������	�� ��
��� �������
��� ������	������� 
�� ����������� ���	�������	��
���� ���������� ��"� ���������� � ������� �	���
�
����� �����������	��� ����� ������� #"����� 
������,�� ��	��� �� $��� ��"� ����������% (�����
�� $���� ��!�� �
����� 
�� �"��� ������� #"���
��� ���	�������	��� ����������� ��������� �
���



.A� ������� �	�	
� �
���	�� �������	������� ������
���
	� �
�
������ ���	���

���� ��� /���� ������	����� �"�� � ���#�%

�"&,�� ������	���� �"�� 
"��� ������	���*

X
i

w
�
Ai� Ai��

�
� min � �>5�

��� Ai ) i
� ������� � ���	�������	������ ������
����� ������	�&,�� �	�� � w

�
Ai� Ai��

�
) ���
����

������� #"�����%
/��������� ���	�� ���
��!���� ��	"
����� ��

������",�� $���� ��� ��������������� ���# ���
���!�,�� ���	� � ���	�% ������� � ���#� ) $��
��������� ���������� ���
��!���� � ���!� ���
��
�� ��!�" �������� ��	!�� 
��� ���������	��
�	��% '�!���" ��
�" � ���#� ��������� 
��	� ) ���
���������� 	���	���� ��	���� ����������% � ���#�
����	��� ��� ������� �"�������� ���� ������
��
��&,�� ��
��� ���" �� ��� �������� ��
�	�� �
��"�"& ) ������ �"��% +��
"���� ����� �"�� ��
��
�	���� ������� � ����
�"& ��� 
��
� �"���
����� 
�	� ������	����% 7	� $��� ��	� �� ����	��
�"�� ����#�����& �	������� A� �����
�� �������
�������� � @Spouge� .A4AB%

� ��
�	� ������ ������� �"�� �	������� ����% .0�%
(���
�	��� ��� ������� ����� ��
�	���� ��	��

���� ���������% 8� ��!��� ���� �,�� ������"&
������" � ������� k ��
������ �"�� �� �������
����� ������	��"& ������ ��"��� ������� �	��"
sk � ��	����� �� ��������% :��������� ������
��� ������� � �������� i � �"���� si � �������
������ ��
�� ���� wki �� ������� k% +���� ��	�
skEwki 
 si �� ��	����� si D skEwki �%�% ������� i
����������"�� ����� ������	���� �"��% 6	������
����������� ��� ��	��� ��
������ ������� ���&�
,�� ������	���� �"�� 
"��� ��������������� ���
��
��� ��
��%

+����� ���������� $��� �	������ 
�	�� �����
��%
/"��� ���# �����!�� NE. ������"% '�!���" ���

�" �i� j� �������� ��� ���������� ��� cost�i� j�%
8�
�	��"& ������" ���	&
��� �� ������������ �
�������� N ������% ������ ��� ������� ������� N  
���������� chain Sags costs*

� �hain@iB ) �����!�� ����� ������� ���������"�
&,�� ������� � ������� i � ���	"
��� �� ������
������� �"�� �� ��
�	���� ��
�� � i�"& ������"
� costs@iB ) �����!�� ��������� ��%�% �"��" ������

���	"
���� �� ������ ������� �"�� �� ��
�	����
��
�� � i�"& ������"
� Sags@iB ) ���������� ��!�� 	� �� ��	��� ���

�� ������ ������� ���	� �� �� ������" �������
�������� ���
� ) ���������

6	������ >%0�.% )���� �������	�	2 �����#%'
&�� ����������� �#��� 6	������ ������� ��
���� $�����*
.% 3�����������! ) ��� ������� ������� �����
��� ����
�� �� ������	��� ������ ��������� ������
!�� ���� ��
�� �������&,�� ��
�	��"& ������" ��
����� ����	�����
FOR ���	
�� �
����� i� DO

chain�i����
 ���


�
���
�ags�i�����������
costs�i��cost����������� �
������ i�

ENDFOR
0% ��!��� ������ ������ ������	����� �"���
WHILE �!"#
!��"
� �������� �
������ DO
k D arg�min�costs@iB * �ags@iB�������������
�ags@kB��$�������
IF �k�����
���� �
������

$��
����� %���
ENDIF
FOR ���	
�� �
����� j ����� ��� !"#
!��"
�

�
&�� �k� j�� DO
IF ��ags�j������������ AND costs@jB �

costs@kB E cost�k� j��
costs@jB D costs@kB E cost�k� j�
chain@jB D k

ENDIF
ENDFOR

ENDWHILE
<% )������� ������ ����������	���� �"��� ) ���
�	� ���������� ��
��� ������ 
���� �� ������"
chain ��
���� � ����
��� ������� ���������	��
���� ������	���� �"��%
kD1����
��� �������2
pathD1�"����2
WHILE �chain�k� ' ���


�
��� DO
k�chain�k�
�!������ k � ������ path

ENDWHILE
-#���"	��"�� � ����!�� �����	��� "����!���

��� �� ������� ������������ �	������%
Q����!����� >%0�.% 6	������ ���
"�� �� 
�	��

N��0 ��
��	���� ����� ��!�" ��������� �#"�����
cost�i� j��% +�� ����� �� ���
"���� ������� ������"
�����% U��	� ���#����
����� �������� �������N��
7�������	�����* �
������ �� ���"��"�� �	�������
>%0�. �����	��" ���	� ��!���� ���� 
��	� ������



������� �	�	
� �
���	�� �������	������� ������
���
	� �
�
������ ���	��� .A9

��� ������ "���������� �� .%�
J�����	���� >%0�0% V"��� �������� �"��" �����

��
�� �
���"&,�� �"�� �� ������� ���	� ����
�	 "�	
 ��� ���%

J�����	���� >%0�<% /"�� �� ������� ������� ���
�����&��� ��	� �� ����� ���������� ��� �����
���� ���",�� � ��� �"���%

J�����	���� >%0�>% J�����"& ������" ��
����
��� �"�� �� ������� � ������ ������ �
	����� ����
������� ����� ������ �"��� � $��� !� ������ ���
�",�� � ��"��� ��������� ������� 	������&�	

�����	�	
 ��� ��	
%

J�����	���� >%0�5% *��	� ���	����� �� �������
�	
 ��� ��� 
"��� �������� ���	�������	������
�������� �������� ���	�� FOR � 
���� 0 �	���
����� >%0�.%

Q����!����� >%0��% /"�� �� ������	���� �������
��� ������� ��	����� ������	����%
7�������	�����* �
������ � ��	" ������	���� �����
��	���� ��������� �������* �����!����� �"�� 
��
��� 	&
"& �� ���������� ������ �������� 	��� �
"��	�
���& ���� �"�� �� ��������� �������%�

-	������� >%0���.% Y�� �� ������	���� ���������
������� ��!�� 
��� ���������� 	��� ����!�� ���
$���" ����" ���	� $���� ���"& ������" ��!�� ���
	�!��� �������� � ��	�� �� �������������%
7�������	�����* �
������ � ��	" ������	������
�"�� �� ���%�

-	������� >%0���0% /�	"
����� � ���"	����� �	���
����� >%0�. �"�� � ���#� ��	����� ������	����%
7�������	�����* � ��	" "����!����� >%0�� �"�� ��
��!��� �� ������ ������	�&,�� �� ���������& �	�
������� �"�� � ���#� ��	����� ������	����% /��
$���" �� ����
��� ��
�� 
"��� ���!� ������	��
���%�

-	������� >%0���0 ���������� 
�� ��������	���
��� ���� �	������ >%0�. ��
��� ���������� �
���
�"&,�� ������	���� �"�� ���������	��� �������
���"�� �"��" 	���	���� ����� ��	���� ���������%

$�"� 3�������!��! 
#��
��
��� ���������

8������� ������	���� �"
�
������ �������	����
������ ��	���� � ������� #���"	� �	� ��� �������
���� �
�	�� �����
�� �
 $��� � ��"��� �����
�� ���
�����	���� ��	������ ��% @������	�� .A953 ������
�	� � ���� .A49B�%

J�����	���� >%<�.% /"��� ������ NE. ��
��*
x�� � � � � xN �N � 0�% '"
�
����� �������	��������
��	����� S�x� #"����� f �� $��� ��
��� �������
���� �"��
�����	������	���� #"����� ������� ����
���� �
	���&,�� ������������ ������������
������� ������� � ��
��� x�� � � � � xN ����� 
��
S�xi� D f�xi� i D ���N�

������ �
����
����

Mi D S���xi� D P ��

i �xi� D P ��

i���xi� � �>��

+���� ��� x � @xi��� xiB

S���x� D Mi��

xi � x

xi � xi��
EMi

x� xi��
xi � xi��

� �>9�

7��!�� ��������"� $�� ��������� ��������� �����
��� �� "�	����*

.% S�xi� D f�xi�� i D ���N  
0% S�x� ) ���!�� ���������� ��##�������"���

�� @x�� xN B%
� ���"	����� ����� ��� x � @xi��� xiB hi D xi �
xi��� i D .��N

Pi�x� D S�x� D Mi��

�
xi � x

��
�hi

E Mi

�
x� xi��

��
�hi

E

�
f�xi����Mi��

h�i
�

�xi � x

hi
E

�
f�xi��Mi

h�i
�

�x� xi��
hi

�

�>4�

8��� ����� ������ M D �M�� � � � �MN �% � ��	" ����
���� "�	����

P �

i �xi� D P �

i���xi� � �>A�

J��&�� ��	����M� D MN D �� i D .��N�. ��	"
���
������" �� N�. "��������* � N�. �����������*

hi
�
Mi�� E

hi E hi��
<

Mi E
hi��

�
Mi�� D

f�xi���� f�xi�

hi��
�
f�xi�� f�xi���

hi
� �5��

� �����
��� ���� �5�� ��!�� �������� CM� D d 
��� C ) �����������	���� ������� ������� N�. �
N�. M� D �M�� � � � �MN��� d ) ����������	
�� ���
���� N�.% 7����� ������� �������� ������� ����
����� �� 4N ���#����
����� ��������%

������� �������� #���"	� �	� ������� "������
��� � ����������	���� �������� ������� ��������%
/"��� ������� ������� "��������*

������
�����

a��x� E a��x� D b�
a��x� E a��x� E a��x� D b�
a��x� E a��x� E a��x� D b�
� � �
aNN��xN�� E aNNxN D bN �

�5.�

����!�� �� k���� "�������� xk ��	"
���*



.A4 ������� �	�	
� �
���	�� �������	������� ������
���
	� �
�
������ ���	���

���� �"� ����������� �	����� � ��������� ������� #���� ����	��� ���
�	�� ��!���
�	�����%

xk D

���
��

Bk � ak k��xk��
Ak

� k D .��N � .

BN

AN

� k D N � �50�

���

A� D a�� B� D b�

Ak D akk �
ak k��
Ak��

ak��k

Bk D bk �
ak k��
Ak��

Bk�� � �5<�

7	� ������� ������� ���
�	� ��
��	��� ���
����
Ak � Bk ��
���� � . ����� ������� xk ��
����
� ���	������% /����� ���
"�� <N ���#����
�����
�������� ������ ) 5N�

+����� ����� ������� ��� ��$##������� ��!��
������	��� f�x� �	� 	&
��� x �� ���������������
�������%

$�$� ���������� ���#�����#%&�� 
��	�� ��
��

�� ���������� �������	�	

J���
���	���� ������� ������ �������� � ���
$����*

.% J�
����� ��
�� ������� 
"�"� ����	����
������ ��� "�	���� ��� �������	���� �� �	��
�"&,�� ����% J�� ��
���&��� �� ���
����

��� ���������� � ������������ �� �	��"&,��
"�	�����* �
������ ��	&
����� ��
�� ���	��
�"&,��� �������� ��	!�� 
��� 
�	��� 
��
" ���	����� ��
������ ��
�� ������",���%
/�� $��� 1�������	����2 �������� �%�% �� 
������� ���&� ���" � �" !� ��
�" ����������
� ���	��"&,�� � ������",�� ��������� ���
�"� ��������������% /���"�� 1�������	����2
��������� �� ������ �	"
��� �����
���"�� 
��
	�� ��
���������" ���������& ������%

0% -����� ����������	��"& ����"& �������	��
���� �"
�
������ ��	������ �� ��
������ ��
������ ���� "�	��%

<% /��������"& �� ��
������ ��������� ����
�"& ��	�&,"&�� 	��� 
����& �	��� �����
����� ������������ � ����������� ����� ����
��� �
���"&,�� $��� �	��% 7	� ����������
�
G���������� �	��� � ���" ���"	����� #"���
��� � ��	�!������ ����		��"&,�� �"��� ��
��	"
������ �	��� ��
����� "�	� �� ������
������ ����� �	� ���������� ���"	����"&,��
������% Y�� ����� ������	����� ���
"����
�������& ��	�!������ ���������� � ��
���
���& ���#����� ����% 5�%

/� ��	"
����� � ���"	����� �������	���� "�	��
�� ��!�� ������������ ���
���� ���	��"�� � ���



������� �	�	
� �
���	�� �������	������� ������
���
	� �
�
������ ���	��� .AA

���� �$� /��	�������	������ ����	�������� �	����� � ���������%



0�� ������� �	�	
� �
���	�� �������	������� ������
���
	� �
�
������ ���	���

���� �(� :�
��� ��	�������	� � ����������%

!��� ������ ������� �%�% ������	��� ���	����
����	������ ���
���� ��� 	&
�� ������������� ��
�������% ;��� ����������� ��!�" ��������� ���
������� �� ���
��!���� � #���
������ ��������� 
��	"
����� ���"	����� �������� � #���
����� ����
����� ��������� 	������� ����
����������%

'� ����������� �������$��
��������� �� ����	�
��(�
���)���������	������ ��� ���

(��� 1�#�����!! ���#
�#��4 
����� � ��
	����������	��

�������������� ���
�	�� ��!��� �	����� �����
����	��� �� UML����������� ���% @+������ !�	���
.AAAB� �������������� �	����� ����% .< � .>�% ;����

�	���� �����#���� �CWinApp CMainFrame CChild�
Frame CWfdView CWfdDoc� ����	��&� ��� ���
���
����� �������� �	� �
����
���� ����������� ��	��
������	� � ��������� � ��	�& $##�������� � "��
�
��� ��
���%

'	���CSrcImage ����
��� �� ����"��" ���
��!��
��� ��������� ����
��������� � ��	�& ����������
��� � ��"��������" ��������	���& ��������
�����
����
��������� �������� ����!���� � �%�%� � ���

�	� ���������� ���	��� ��� ��� �������� � ������
��� �����������%

'	��� CSeg ) �����!�� �������� ����	����� ����
����� �����������* �������� ��
�� ��
�� �
���"�
&,�� ��
�� ���������� ������	����� ����������
�����"��	�����%

'	��� CImageSkeleton �����!�� �������� ����
	��� � ���� ��
��� ���������� � ������ ����������
���	����� � ���"	�����" ���"%



������� �	�	
� �
���	�� �������	������� ������
���
	� �
�
������ ���	��� 0�.

���� �*� -��	�� ���
��!����%

'	���CImageTrace ����
��� �� ���������� �����
��� ���������� �� ������ ������ �� �	���� CIm'
ageSkeleton%

'	��� CUnitedTrace �����	��� ��
����� �����
�������� � �����	����� ������������ #����������
���������� ��
G������ �	���� CImageTrace�% J�
���!� ��",����	��� ������ ���"	������ � �"!���
#������%

'	����CBaseline2 CTimeMarks �CAmplitude'
Marks �����!�� ��#������& � ������ ��������
������� �	� ������	���� 
������ 	���� ���������
����� � ���	��"���� ��������%

(��� ������	������
�� ���������

/�	�������	����� �����#��� ������������ �� ���
��	�������� � ������������ ������� MS Windows
A5RA4RNT% 7��"����� ������������� ��
��� � ���
���	����� ���"�������% Q����	���� ����������
��",����	����� ��������� ���& �	� ����	� �����"�
������% :�
��" ��	�������	� � ���������� ��!��
������ ����������� �� ���% .5%

:��������� ��
��" ��	�������	� 
�	�� �����
��
�� ������� ���#����� #�������� ������������%
-��
�	� ����"!��� � ���"�	����"�� ���
��!����
������������ �������� � ����� �� �������� ����
#�
����� #������� �TIFF PCX BMP JPEG�% /��
$��� ��� ����
���"���� � ��"�������� ��� ���
����� "
������ ����������"&� ��#�����������
�
	���� � 
�	�� ) #�� ����% .��% 8� $��� $����
��	�������	� ��!�� ��",����	��� ��������
�����
����
��������� ��� ���
��!����� �������� �����
!���� ������� � �������" �!����� �	� ��� ����
��	���� ����������% J������� ��",����	�&��� ���
��������"&,��� ��������� ���& � ����	� �����"�
������%

/� ���������� ����������	����� $���� ������ ���

����� �� ���������� ���	��� ����� ���
��!����% :��
�"	���� ��������	�� �� ���% .�%

;���� �� �����������" ���	��" ���������	�����
�����"& ���������& ����
��!���� ������ ���	���
��!�� ���	&
��� ��� $�� ���	��� �� ���% .9�% /�	��
������	� "�������� ���
�	� ��
�	��"& ��
�" ���
��� ����
�"&% (������ ���������� �� "��������
"
����� ���������	������� �� �����������" �� ����
���",�� $���� ���	��"% ����� ��� $��� ������,��
���� � ����
��� ��
�� 
��
� �	"!��� ��
�	�� �	��
�"&,��� "
����� ���������� ����% .9�%

/��	� ���� ��� ���������� ������� "������	��
��&��� ������� �	� �������� ���"	������ � #����

����� �������� ����	��"� ����������"&,�� ���
����� ����	� �����"������ ����% .9�%

8� ���	����� $���� �������� ����� ��!�" ������
���� �� ���
��!���� � #���
������ ���
������ 
� ���!� ��
������� #����� ������ ���"	������ �
#��	%

*� ������� ���������� ���������
� 	�	���

:������������ �	������ �����	��� ������ ����
������ ����
 �� ���#����� �����	�� � ������� ����
������ ��� �� ������ ������	����% K�� ���"� ���
���#���
����� ������ ��� � 	&
�� ��"��� �����
��� ��������	�&� ��
�� ���	�������	������ ���	��
����� �� ��������� �"	���� 
������ 	���� ���	�
��
��� �������� ��"����� ��	�
���� �	�� ������
�	�
�� ������ "
����� �������% /�� �����
���	����
��������� � ������"�" ��
���� ���
������� ����
������ ������� "�	���� 
�� ���	��"&,�� �������
����� 
�	��"& �������"& ���������" 
�� ������
�",��� � ���!� ����	�������� ��"��� ������� ���
�����	���� �	� ���������� ���"	����"&,�� ����



0�0 ������� �	�	
� �
���	�� �������	������� ������
���
	� �
�
������ ���	���

���� �+� :�������"���� ���������� � "�������� ����� �	� ���������� ���"	����� ����
#����� � #���
����� �������� ���������%

��� �	������ ��!�� ����������� �������� �	�
���#����� �
G����� ������� �������� ��� �����
� �%�%� �� ������#�
����� ������%

K##���������� �	������� ������� � ����"& �
��
���� �� ��
����� ��������� ���
��!����* �� 
��
	�� $##������� �� ���
��!���� � 
���� ������	���
���� �
	������ ��	������ �����	� � ��	�� ��	�
��

���� �,� J��#����� �������������%
�� #������� ������������� �C�������
"�� .. ����	� .AA9 �%�3 
� ���"	���� ��� ���#�����%

����� �"�� �� ��� 
��	� ������
���� 
	��	�!�,��
"
������ �����������% '���� $���� ���
���	��
�"& ��	� � "��
���� � �������� ��
��� ������ ���
����������� ���	������ � �����������	������ ����
��&���� �� ������� $�� ���	�!���� 
"��� ����	��
��������% 8��
�	�� �������,�� ������ ����������
������� �	� ������� ��� ��
��	���	���� ��� � ���



������� �	�	
� �
���	�� �������	������� ������
���
	� �
�
������ ���	��� 0�<

���� �.� J��#����� ������������%
�� #������� ������������ �/"	���� .� ����� .A.0 �%�3 
� ���"	���� ��� ���#�����%

���#������ ����
 ��	����� CEE �� ������� $���
�	������ � 
�	 ���	������%

'�
����� ������������� �",�������� ������� ��
��������� �������	�% 7	� ���
��!���� �	��� �����
����� 
�� ����������
���� ��� �����!�� ��
�	��
��� ������� �	� ��	�!���� �������	���� ����� 
��!�� 
��� ��	"
�� �������
�� ������� ���"	��
��� ��!� ��� ��
��� ��
�	���� � ����
��� ��
��
�������
�� ��	��� ��"� �� ��"��% 8�!� ��������
�	��� ��� #�������� ����� �������* #������� ����
���������� ����% .4� � #������� ������������
����% .A� �����	���� "������ ����������"&,�� ��
�
�� �� �������� ���
��!���� � �� ����������� ����
��������% �����
��� ��
�� �	� ���������� $���
���������� ��
���	��� ��	��� � ��
�	� � ����� ����
�������%

/�� ���#����� ���
��!���� � ������� "����
��� �"�� �����
��� ��
�� �����	���&��� �� �����
��� ���������� 
�� �����	��� ������� �����������
���
��% J����� ��!� � ����� �	�!��� �	"
��� 
����� ���������� ��������� ������ ���������&�
,��� 	��� ���� "��	 ���
�" ������
���� � ��"���
������������ ���
"���� ���
���	��� ������ "���
	�� 
�� � �	"
�� ������������ ������ ���#�����
�� ����������� �	� � ����,�& ���� �� ����	��
�����&����% '����&��� ��	��� ��& 
�����"& ���

��" � ��������" �������� 	��� �������������� ���
�����	������ ��� ���
�
��� ��
��� ������	���� �
"�	���� ��
���%

+������#��

!"#$"�%$ 	& �&���������� ��	
��� 	"��"� �%��$"� '()*&
!"#$"�%$ 	& �&� ��+�%$� �%,����%$ -& �&� ���������
��	
��� 	"��"� �%��$"� '(.)&

!%�� -&� �

��	� ������� �%�/%$%0��+"������%� ,1�%
BHV� ���$� '((*&

����� �&� ��	���	�����
� �

�
����

������ 	�

��

� ���

�	��� 	"��"� �%��$"� '((�&
2"���� �� ��%�� �&� UML � �
�	�
� ���
������ ����
�%��$"� '(((&

Banon G& J& F&� and Barrera J&� Minimal representation for
translation invariant set mapping by mathematical mor0
phology� SIAM Journal of Applied Mathematics� ��� 345�
').�6')(.� December '(('&

Bellman R&E&� Dynamic programming� Princeton University
Press� Princeton� NJ� '(*)&

Konstantinides K&� and Rasure J& R&� The Khoros Software
Development Environment for Image and Signal Process0
ing� IEEE Transaction on image processing� �� 375� �876
�*�� May '((8&

John L& Spouge� Speeding up dynamic programming algo0
rithms for 9nding optimal lattice path� SIAM Journal of

Applied Mathematics� ��� 3*5� '**�6'*44� October '(.(&
Paul L& Rosin� Geo: A&W& West� Salience distance trans0
forms� Graphical Models and Image Processing� ��� 345�
8.76*�'� '((*&

�/���"��	� � �������& .5 ����	� 0���%�


