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Ãèñòîãðàììà, êàê èçâåñòíî, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñòîëá÷àòûé ãðàôèê ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò ïî èíòåðâàëàì çíà-
÷åíèé ïðèçíàêà. Àíàëèç ãèñòîãðàìì
òðàäèöèîííî ñ÷èòàåòñÿ ñðåäè ãåîëîãîâ
íàãëÿäíûì è èíôîðìàòèâíûì ìåòîäîì
ðåøåíèÿ ãåîëîãè÷åñêèõ çàäà÷. Äàæå
ïðîñòîå ñâåäåíèå öèôðîâîé èíôîðìà-
öèè â ðèñóíîê ïðèíîñèò áîëüøóþ
ïîëüçó. Ãèñòîãðàììà ïîçâîëÿåò åäèíûì
âçãëÿäîì îõâàòèòü âñþ âûáîðêó è ñîñòà-
âèòü ïðåäñòàâëåíèå î ðàñïðåäåëåíèè
èçó÷àåìîé âåëè÷èíû, ÷åãî íåëüçÿ ñäå-
ëàòü äàæå âíèìàòåëüíûì èçó÷åíèåì
òàáëèö èñõîäíûõ çíà÷åíèé. Àíàëèç ãèñ-
òîãðàìì ïîçâîëÿåò ïðîâåðÿòü ãåîëîãè-
÷åñêèå ãèïîòåçû, ñôîðìóëèðîâàííûå
íà ÿçûêå ñòàòèñòèêè. Îäíèì èç íàèáî-
ëåå ïðîñòûõ äåéñòâèé ïðèåìîâ àíàëèçà
ãèñòîãðàìì ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà ãèïîòå-
çû î òîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå äàííûõ
ïîä÷èíÿåòñÿ ïðåäïîëàãàåìîìó, íàïðè-
ìåð íîðìàëüíîìó (ãàóññîâñêîìó), çà-
êîíó. Òåõíèêà ïðîâåðêè çàêëþ÷àåòñÿ â
ñðàâíåíèè ýìïèðè÷åñêèõ (ný) è òåîðå-
òè÷åñêèõ (nò) ÷àñòîò. Ðàñ÷åò òåîðåòè÷åñ-
êèõ ÷àñòîò ïðîèçâîäèòñÿ ïðè óñëîâèè,
÷òî âûáîðêà äàííûõ ïîëó÷åíà èç ãåíå-
ðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñ ïðåäïîëàãàå-
ìûì, íàïðèìåð ãàóññîâñêèì, ðàñïðå-
äåëåíèåì. Ñðàâíèòü ýòè ÷àñòîòû ñ ýì-
ïèðè÷åñêèìè ìîæíî ñ ïîìîùüþ êðè-
òåðèÿ �ñîãëàñèÿ� õè-êâàäðàò:
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Â çàâèñèìîñòè îò ïîëó÷åííîãî çíà-
÷åíèÿ χ2 ïðèíèìàþò ðåøåíèå. Åñëè çíà-
÷åíèå χ2 ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêîå,

χ f
2

,α ,
ãäå f � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû,
f = k � ν, ãäå k � ÷èñëî èíòåðâàëîâ ãèñ-
òîãðàììû, ν � ÷èñëî ïàðàìåòðîâ �ïî-
äîçðåâàåìîãî� çàêîíà, îöåíåííûõ ïî
ýìïèðè÷åñêèì äàííûì, α � óðîâåíü
çíà÷èìîñòè (òàê íàçûâàåìàÿ îøèáêà
ïåðâîãî ðîäà � âåðîÿòíîñòü îòêëîíå-
íèÿ âåðíîé ãèïîòåçû), òî ãèïîòåçó îò-
êëîíÿþò, åñëè çíà÷åíèå χ2 ìåíüøå êðè-
òè÷åñêîãî � íå îòêëîíÿþò. Ãèïîòåçó î
ïðèíàäëåæíîñòè âûáîðêè äàííîìó çà-

êîíó íàçûâàþò íóëåâîé Í0. Â äàííîì
ñëó÷àå

Í0 : f(x) = G,
ãäå G � ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå.
Ðàññìîòðåííàÿ íóëåâàÿ ãèïîòåçà ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîñòîé (íåçàâèñèìî îò òîãî,
ñëîæåí èëè íåñëîæåí ïðåäïîëàãàå-
ìûé çàêîí), ïîòîìó ÷òî òåîðåòè÷åñ-
êèå ÷àñòîòû ïî ýòîìó çàêîíó ÿâëÿþò-
ñÿ âïîëíå îïðåäåëåííûìè, âû÷èñëè-
ìûìè.

Êàê ýòî íè ïàðàäîêñàëüíî, ïðîâå-
ðèòü �ìåíåå ñèëüíûå� ãèïîòåçû îêàçû-
âàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå. Ïîä ìå-
íåå ñèëüíîé ãèïîòåçîé ìû ïîäðàçóìå-
âàåì ãèïîòåçó áîëåå îáùåãî, ìåíåå
ïðèòÿçàòåëüíîãî õàðàêòåðà, êàê ïðàâè-
ëî, ìåíåå ñïåöèàëüíóþ. Íàïðèìåð,
ìåíåå ñèëüíîé ãèïîòåçîé ÿâëÿåòñÿ ãè-
ïîòåçà, ñîãëàñíî êîòîðîé ðàñïðåäåëå-
íèå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî òîãî
èëè èíîãî èíòåðâàëà ãèñòîãðàììû.
Ìåíåå ñèëüíûå ãèïîòåçû ìû íàçûâà-
åì ñëîæíûìè, òàê êàê äëÿ íèõ ìîãóò
ñóùåñòâîâàòü ìíîãî âàðèàíòîâ òåîðå-
òè÷åñêèõ ÷àñòîò.

Åñëè âåðíà áîëåå ñèëüíàÿ ãèïîòåçà,
òî ïîäàâíî âåðíà è ìåíåå ñèëüíàÿ, íî
íå íàîáîðîò. Íàïðèìåð, èç ãàóññîâñêî-
ãî çàêîíà ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
ñèììåòðè÷íî, èç ñèììåòðè÷íîñòè ãèñ-
òîãðàììû íå ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëå-
íèå ïîä÷èíÿåòñÿ ãàóññîâñêîìó çàêîíó.
Îáðàçîâàíèå ïëàíåòû Çåìëÿ èç ïëàíå-
òåçèìàëåé � ãèïîòåçà ìåíåå ñèëüíàÿ,
÷åì ãèïîòåçà îáðàçîâàíèÿ å¸ èç òâåð-
äûõ ÷àñòèö ðàçìåðîì äî 1 ìì.

Ìåíåå ñèëüíîé ãèïîòåçîé, ÷åì ïðè-
íàäëåæíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ãàóññîâñ-
êîìó çàêîíó, ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçà, ÷òî ðàñ-
ïðåäåëåíèå, ïðåäñòàâëåííîå íà ãèñòî-
ãðàììå, îäíîìîäàëüíî. Èìåþùèìèñÿ
ñðåäñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòè-
êè â îáùåì ñëó÷àå òàêîé âîïðîñ ðàç-
ðåøèòü ñëîæíåå, ÷åì óñòàíîâèòü, ïîä-
÷èíÿåòñÿ ëè ðàñïðåäåëåíèå óêàçàííî-
ìó íàïåðåä çàêîíó. Åñëè áû ó íàñ áûëà
òîëüêî îäíà îïðåäåëåííàÿ àëüòåðíàòè-
âà ìíîãîìîäàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ
(íàïðèìåð, íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå), çàäà÷à ðåøàëàñü áû ïðîñòî: íå-
îáõîäèìî áûëî áû ïðîâåðèòü ãèïîòå-

çó î íîðìàëüíîñòè è â ñëó÷àå å¸ îòêëî-
íåíèÿ ñ÷èòàòü, ÷òî íàøå ðàñïðåäåëå-
íèå áè- èëè ïîëèìîäàëüíîå. Îäíàêî ñó-
ùåñòâóåò бåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî òå-
îðåòè÷åñêèõ âàðèàíòîâ îäíîìîäàëü-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé, íå ïîä÷èíÿþùèõ-
ñÿ ãàóññîâñêîìó çàêîíó. Íàø âàðèàíò
ïðîâåðêè ìîæåò íåçàêîííî èõ îòêëî-
íèòü.

Â íàèáîëåå îáùåì âèäå çàäà÷à, ïî-
ñòàâëåííàÿ â ñòàòüå, ôîðìóëèðóåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: íà çàäàííîì óðîâíå
çíà÷èìîñòè ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î
òîì, ÷òî ïðåäñòàâëåííîå íà ãèñòî-
ãðàììå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ìîíî-
ìîäàëüíûì. Ïîñêîëüêó ìîíîìîäàëüíûõ
ðàñïðåäåëåíèé áåñêîíå÷íîå êîëè÷å-
ñòâî, ïðîâåðÿåìàÿ ãèïîòåçà îêàçûâàåò-
ñÿ ñëîæíîé:

{: ...)()( 210 ýý FFFFH ∨=∨=

},)()......( nýiý FFFF =∨=

n → ∞                                               (1)
Òî÷íåå, ñëåäîâàëî áû â çàïèñè (1)

ïèñàòü íå Fý = Fi, à �ýìïèðè÷åñêîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå Fý åñòü ðàñïðåäåëåíèå F1
èëè F2, èëè ... Fn�. Åùå òî÷íåå íóëåâóþ
ãèïîòåçó íåîáõîäèìî áûëî áû ñôîðìó-
ëèðîâàòü òàê: �âûáîðêà, ïðåäñòàâëåííàÿ
ãèñòîãðàììîé, ÿâëÿåòñÿ âûáîðêîé èç
îäíîìîäàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F1 èëè
F2, èëè � Fn�. Èìåííî â ýòîì ñìûñëå
ìû áóäåì ïîíèìàòü çàïèñü (1).

Ïðîâåðèòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ãè-
ïîòåç, îáðàçóþùèõ â ñîâîêóïíîñòè
ñëîæíóþ ñëàáóþ ãèïîòåçó, íåâîçìîæ-
íî, è ìû âûíóæäåíû ñäåëàòü ðÿä óï-
ðîùåíèé.

1. Ðàñïðåäåëåíèÿ: à) ïðîâåðÿåìîå
ýìïèðè÷åñêîå è á) òåîðåòè÷åñêèå îäíî-
ìîäàëüíûå, áóäåì ñ÷èòàòü äèñêðåòíû-
ìè. Êîíêðåòíåå, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà â
íèõ ìîæåò ïðèíèìàòü k çíà÷åíèé � ïî
÷èñëó èíòåðâàëîâ ïðîâåðÿåìîé ãèñòî-
ãðàììû.

2. ×àñòîòû çíà÷åíèé â êàæäîì òåî-
ðåòè÷åñêîì ðàñïðåäåëåíèè (ò.å. ôàêòè-
÷åñêè ñàìè ðàñïðåäåëåíèÿ) îïðåäåëÿ-
þòñÿ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ, ðàçìåùåííûõ
â i-òîì èíòåðâàëå. Îáùåå ÷èñëî ýëåìåí-
òîâ ïðè òàêîì ðàñ÷åòå ðàâíî îáúåìó

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÃÈÑÒÎÃÐÀÌÌ ÃÅÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÐÈÇÍÀÊÎÂ
ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÌ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅÌ
Ä. ã.-ì. í.
Þ. À. Òêà÷åâ
tkachev@geo.komisc.ru
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âûáîðêè n, ò.å. 
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i = , ïðè÷åì n ýëå-

ìåíòîâ äîëæíû áûòü ðàçìåùåíû â k
èíòåðâàëàõ-ÿ÷åéêàõ òàê, ÷òîáû îáðàçî-
âàëàñü ìîíîìîäàëüíàÿ ãèñòîãðàììà.
Êàæäîå òàêîå ðàçìåùåíèå ñîçäàåò îäíî
òåîðåòè÷åñêîå ìîíîìîäàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå.

Îáùåå ÷èñëî ðàçìåùåíèé n ýëåìåí-
òîâ ïî k ÿ÷åéêàì (â êàæäîé ÿ÷åéêå ìî-
æåò áûòü ni ýëåìåíòîâ ïðè óñëîâèè n ≥
ni ≥ 0 è ∑ ni = n) ðàññìîòðèì íà ñëåäóþ-
ùèõ ïðèìåðàõ.

Âàðèàíò 1. Âñå ýëåìåíòû ñîñðåäî-
òî÷åíû â îäíîì èíòåðâàëå, îñòàëüíûå
èíòåðâàëû ïóñòû: Ì1 = k, ãäå Ì1 � ÷èñ-
ëî ïðîñòûõ ãèïîòåç. Âàðèàíò âîçìîæåí
ïðè ëþáîì ñîîòíîøåíèè n è k. Ãèïîòå-
çû èç âàðèàíòà 1 ïðîâåðåíû áûòü íå
ìîãóò, òàê êàê ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû
ðàâíî íóëþ: k = 1, f = k � 1 (îäíà ñâÿçü
íàëîæåíà: îáùàÿ ÷èñëåííîñòü òåîðåòè-
÷åñêèõ ÷àñòîò ðàâíà òàêîâîé â ýìïèðè-
÷åñêîé ãèñòîãðàììå).

Âàðèàíò 2.  Â îäíîì èíòåðâàëå ñî-
ñðåäîòî÷åíî n � 1 ýëåìåíò, îäèí ýëå-
ìåíò � â ëþáîì äðóãîì:

Ì2 = k ⋅ (k − 1).
Âàðèàíò 3. Â îäíîì èíòåðâàëå ñî-

ñðåäîòî÷åíî n � 2 ýëåìåíòà, äâà ýëåìåí-
òà ñîñðåäîòî÷åíî â îñòàëüíûõ, ò. å. 1-é
ýëåìåíò ïîïàäàåò â k � 1 èíòåðâàë, 2-é
ýëåìåíò � â k � 2 îñòàâøèõñÿ, ò. å.

),k(kM 1−⋅=13

).k)(k(kM 2−1−⋅=2
3

Âàðèàíò 4. Àíàëîãè÷íî:

),k(kM 1−⋅=1
4

),k)(k(kM 2−1−⋅=2
4

).k)(k)(k(kM 3−2−1−⋅=3
4

Âàðèàíò 5. Ïî òîìó æå ïðèíöèïó
óñòàíàâëèâàåì:

),k(kM 1−⋅=15

),k)(k(kM 2−1−⋅=2
5

),k)(k)(k(kM 3−2−1−⋅=3
5

),k)(k)(k)(k(kM 4−3−2−1−⋅=4
5
è  ò. ä.
Îáùåå ÷èñëî òàêèõ òåîðåòè÷åñêèõ

äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé áóäåò ðàâíî
ñóììå

MMMMÌÌ 2
4

1
4

2
3

1
321 ++++++

.M...MM 4
5

1
5

3
4 +++

Ýòà ñóììà ðàâíà ÷èñëó ðàçáèåíèé

Rn öåëîãî ÷èñëà n íà k öåëûõ ïîëîæè-
òåëüíûõ ñëàãàåìûõ si, 0 ≤ si ≤ n. Ýòî
÷èñëî êîíå÷íî (õîòÿ ïðè áîëüøèõ n è
âåëèêî), ÷òî â ïðèíöèïå ïîçâîëÿåò çà-
ïðîãðàììèðîâàòü ìîäåëèðîâàíèå ýòèõ
ðàçáèåíèé. Â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ
èõ ìîæíî ïîñ÷èòàòü, òàê ÷òî ïðè òàêîì
ïîäõîäå îòñóòñòâèå ôîðìóëû ÷èñëà
ðàçáèåíèé íå ïðåïÿòñòâóåò ðåøåíèþ
çàäà÷è. Èç ðàçáèåíèé íåîáõîäèìî îòî-
áðàòü ìîíîìîäàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
÷èñëîì Rn,ìîíî ïî ïðèíöèïó íåóìåíü-
øåíèÿ ÷àñòîò ê íåêîòîðîìó i-òîìó èí-
òåðâàëó è íåóâåëè÷åíèÿ èõ ïîñëå ýòî-
ãî èíòåðâàëà.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àþò âñå äèñ-
êðåòíûå ìîíîìîäàëüíûå ðàñïðåäåëå-
íèÿ, âîçìîæíûå ïðè îïðåäåëåííûõ
îáúåìàõ âûáîðêè n è ÷èñëà èíòåðâàëîâ
k. Â îáùåì ñëó÷àå êàæäîå èç ýòèõ
ðàñïðåäåëåíèé èìååò îäèíàêîâóþ
âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ, ðàâíóþ Pi =
Rn,ìîíî/Rn = const. Ïðè íåêîòîðûõ ñïå-
öèàëüíûõ óñëîâèÿõ ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü è íåðàâíûå âåðîÿòíîñòè ìîäåëè-
ðóåìûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ñïåöèàëüíî ðàññìîòðèì âîïðîñ î
òîì, êàê ïîíèìàòü ïðîâåðêó ñîñòàâíîé
ãèïîòåçû òèïà (1) íà çàäàííîì óðîâíå
çíà÷èìîñòè α. Çäåñü ìîæåò áûòü äâå
òðàêòîâêè. Ïåðâàÿ èç íèõ çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî Í0 íå îòêëîíÿåòñÿ, åñëè èç âñå-
ãî ìíîãîîáðàçèÿ ìîíîìîäàëüíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé {Fi} íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî,
íå îòêëîíÿåìîå íà óðîâíå çíà÷èìîñòè
α, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, èìååòñÿ õîòÿ
áû îäíî Fi, ïðèíèìàåìîå ñ äîâåðèòåëü-
íîé âåðîÿòíîñòüþ P = 1 � α. Ïðè òàêîì
ïîíèìàíèè ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëå-
íèå íå ïðîòèâîðå÷èò õîòÿ áû îäíîìó
èç ïðåäëîæåííûõ ìîíîìîäàëüíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé. Ðàññìîòðèì ýòó òðàêòîâêó
áîëåå ïîäðîáíî.

Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ìîíîìî-
äàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîìó íå
ïðîòèâîðå÷èò íàøå ýìïèðè÷åñêîå íà
óðîâíå çíà÷èìîñòè α, òî ãèïîòåçà ìî-
íîìîäàëüíîñòè íå îòêëîíÿåòñÿ. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïðèíèìàòü ãèïîòåçó áè-
èëè ïîëèìîäàëüíîñòè íåò îñíîâàíèé
è èìåþùèåñÿ ″ïðîâàëû″  íà ýìïèðè-
÷åñêîé ãèñòîãðàììå ñëåäóåò ñ÷èòàòü
íåñóùåñòâåííûìè. Íà ÿçûêå ìàòåìà-
òè÷åñêîé ëîãèêè ýòî çàïèøåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

åñëè
},�1)(){( trueHPH êð oioi ≥=∃ α

,.. Mi 1=                                            (2)
ãäå P � âåðîÿòíîñòü èñòèííîñòè i-òîé
ãèïîòåçû Hoi, αêð � ïðèíÿòûé óðîâåíü

çíà÷èìîñòè, i � íîìåð òåîðåòè÷åñêîãî
ìîíîìîäàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,
M � îáùåå ÷èñëî òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé,
òî ðàñïðåäåëåíèå Fý ìîíîìîäàëüíî.

Ïî äðóãîìó óñëîâèå (2) ìîæíî çà-
ïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

},{ êðii ααα >∃
èëè

}{ 22
êðii αχχ <∃

Îäíàêî òàêàÿ òðàêòîâêà, íà íàø
âçãëÿä, íå âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò ñóùå-
ñòâó çàäà÷è.

Â äðóãîì, áîëåå ïðèåìëåìîì íà
íàø âçãëÿä âàðèàíòå, ãèïîòåçà ìîíîìî-
äàëüíîñòè ìîæåò áûòü îòêëîíåíà òàêæå
è â òîì ñëó÷àå, åñëè óñëîâèå (2) ïî îò-
äåëüíîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ íè äëÿ îäíî-
ãî ìîíîìîäàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íî
å¸ îòêëîíåíèå (èëè ïðèíÿòèå) äåëàåòñÿ
ïî ñîâîêóïíîñòè ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé
óðîâíÿ çíà÷èìîñòè },{ iα  .

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ íåîòêëîíåíèÿ
(ïðèíÿòèÿ) ãèïîòåçû ìîíîìîäàëüíîñòè
íåîáõîäèìî, ÷òîáû äîâåðèòåëüíàÿ âå-
ðîÿòíîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ Ð áûëà áû
áîëüøå êðèòè÷åñêîé, ò. å.

Ð > Ðêð = 1 � αêð;
Åñëè ïðîâåðÿåìàÿ ãèïîòåçà ñîñòàâ-

íàÿ, òî íåîáõîäèìî, ÷òîáû
Ð(À1 + À2 + À3 + ... Àn) > Pêð,

ãäå Ài � cîáûòèå, ÷òî ãèïîòåçà Hoi ìî-
æåò áûòü ïðèíÿòà ñ äîâåðèòåëüíîé âå-
ðîÿòíîñòüþ Pi = 1 � αi. Äëÿ ïðîñòîòû
ðàññìîòðåíèÿ îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, â
êîòîðîì ãèïîòåçà ìîíîìîäàëüíîñòè
ñîñòîèò âñåãî èç äâóõ ïðîñòûõ ãèïîòåç
Íî1 è Íî2. Òîãäà
Ð(À1 + À2) = Ð(À1) + Ð(À2) � Ð(À1À2),
òàê êàê ñîáûòèÿ À1 è À2 � ñîâìåñòè-
ìûå (íàøå ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëå-
íèå ìîæåò íå ïðîòèâîðå÷èòü ñðàçó íå-
ñêîëüêèì ìîíîìîäàëüíûì �òåîðåòè-
÷åñêèì� ðàñïðåäåëåíèÿì).

Ïðîèëëþñòðèðóåì âòîðóþ òðàêòîâ-
êó ïðîâåðêè ñëîæíîé ñîñòàâíîé ãèïî-
òåçû íåñêîëüêèìè ïðèìåðàìè, ñâåäåí-
íûìè â òàáë. 1.

Ïðîâåðêà êàæäîé èç òðåõ ãèñòî-
ãðàìì ïðîâîäèëàñü ïî êðèòåðèþ χ2. Ðå-
çóëüòàòû ïðèâåäåíû â ïåðâûõ ñòðîêàõ
äëÿ êàæäîé ïðîñòîé ãèïîòåçû Íî1, Íî2
è Íî3. Â ïåðâîì ýìïèðè÷åñêîì ðàñïðå-
äåëåíèè äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü
ïðèíÿòèÿ ãèïîòåç Íî1 è Íî2 ìîíîìî-
äàëüíîñòè íå äîñòèãàåò òðåáóåìîãî
óðîâíÿ. Îäíàêî ïî ñîâîêóïíîñòè ïðî-
âåðîê îáåèõ ãèïîòåç ãèïîòåçà ìîíîìî-
äàëüíîñòè ïðèíèìàåòñÿ (ñðàáàòûâàåò
âòîðàÿ òðàêòîâêà!).
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Âî âòîðîì ýìïèðè÷åñêîì ðàñïðåäå-
ëåíèè ìîíîìîäàëüíîñòü ïðèíèìàåòñÿ
óæå ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåðêè ïåðâîé
ãèïîòåçû Íî1, ïîýòîìó äàëüíåéøèå
ïðîâåðêè íå òðåáóþòñÿ: îíè íèêàêèì
îáðàçîì íå ìîãóò óìåíüøèòü äîâåðè-
òåëüíóþ âåðîÿòíîñòü. Òåì íå ìåíåå
ïðîâåðêè äðóãèõ èìåþùèõñÿ ïðîñòûõ
ãèïîòåç, ñîñòàâëÿþùèõ ñëîæíóþ íóëå-
âóþ ãèïîòåçó, åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ,
ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû äëÿ óñòàíîâ-
ëåíèÿ äåéñòâèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ äîâå-
ðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè, ÷òî â íåêîòî-
ðûõ ñëó÷àÿõ áûâàåò ïîëåçíûì èëè íå-
îáõîäèìûì.

Â òðåòüåì ýìïèðè÷åñêîì ðàñïðåäå-
ëåíèè ãèïîòåçà ìîíîìîäàëüíîñòè íå
ïðèíÿòà íè ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåðêè
îòäåëüíûõ ãèïîòåç Íî1, Íî2, Íî3, íè ïî
èõ ñîâîêóïíîñòè. Åñëè äðóãèõ ïðîñòûõ
ãèïîòåç ìîíîìîäàëüíîñòè íåò, òî ðå-

çóëüòàò ïðîâåðêè ñëîæíîé ãèïîòåçû
ñëåäóåò ñ÷èòàòü îêîí÷àòåëüíûì. Åñëè
ñóùåñòâóþò äðóãèå òåîðåòè÷åñêèå ìî-
íîìîäàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ êðîìå èñ-
ïûòàííûõ Íî1, Íî2 è Íî3, ïðîâåðêà äîë-
æíà áûòü ïðîäîëæåíà ëèáî äî èñ÷åð-
ïàíèÿ Íîi, ëèáî äî äîñòèæåíèÿ êðèòè-
÷åñêîãî çíà÷åíèÿ äîâåðèòåëüíîé âåðî-
ÿòíîñòè.

Â ñâÿçè ñ èçëîæåííûìè âûøå ïðî-
öåäóðàìè ïðîâåðêè ñëîæíûõ ãèïîòåç
âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà. Îíà
çàêëþ÷àåòñÿ â ðåøåíèè âîïðîñà î òîì,
ñëåäóåò ëè ó÷èòûâàòü âåðîÿòíîñòè ïî-
ÿâëåíèÿ â äàííîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè
�îáðàçöîâûõ� äëÿ ñðàâíåíèÿ ìîíîìî-
äàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ñ êîòîðûìè
ñðàâíèâàåòñÿ íàøå ýìïèðè÷åñêîå. Ïðè
ïðîâåðêå ïðîñòîé ãèïîòåçû, íàïðèìåð
ãèïîòåçû ïðèíàäëåæíîñòè ýìïèðè÷åñ-
êîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ãàóññîâñêîìó, òàê-

æå ìîæíî çàäàòüñÿ âîïðîñîì, êàêîâà àï-
ðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü âñòðå÷àåìîñòè
ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â äàííîé ïðåäìåò-
íîé îáëàñòè. Åñëè îíà ðàâíà íóëþ, òî
íåçàâèñèìî îò ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ
êðèòåðèÿ ñîãëàñèÿ íåîáõîäèìî êîíñòà-
òèðîâàòü, ÷òî ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäå-
ëåíèå â äàííîé ñèòóàöèè íå ìîæåò áûòü
ãàóññîâñêèì. È íàîáîðîò, åñëè ãàóññîâ-
ñêîå ðàñïðåäåëåíèå çäåñü åäèíñòâåííî
âîçìîæíîå, òî íåçàâèñèìî îò ïðîâåð-
êè ïðèíàäëåæíîñòè ñ íåîáõîäèìîñòüþ
âûòåêàåò, ÷òî ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäå-
ëåíèå � ãàóññîâñêîå. Â îáùåì ñëó÷àå

P = Pä ⋅ Pð,                                       (5)
ãäå Ð � âåðîÿòíîñòü èñòèííîñòè ïðèíè-
ìàåìîé ãèïîòåçû, Pä � äîâåðèòåëüíàÿ
âåðîÿòíîñòü, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå
ïðîâåðêè ãèïîòåçû (èëè óñòàíîâëåííàÿ
çàðàíåå), Pð � àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü
ðàñïðîñòðàíåíèÿ äàííîãî �òåîðåòè÷åñ-

* Ìîäåëüíûå ïðèìåðû ãèñòîãðàìì

Òàáëèöà 1
Ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîâåðêè ãèïîòåçû ìîíîìîäàëüíîñòè
(êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå α = 0.1 (10%), ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû f = 10)
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êîãî� ðàñïðåäåëåíèÿ, èñïûòóåìîãî â
êà÷åñòâå íóëåâîé ãèïîòåçû.

Â îáû÷íîé ïðàêòèêå ïðîâåðêè ãè-
ïîòåç î çàêîíàõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿò-
íîñòü Pð íå óñòàíàâëèâàåòñÿ è íå ó÷è-
òûâàåòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèÿì
ïîëíîé íåèçâåñòíîñòè àïðèîðíûõ âå-
ðîÿòíîñòåé ðàñïðîñòðàíåííîñòè âèäîâ
ðàñïðåäåëåíèé, êîãäà äëÿ âñåõ ïîäáè-
ðàåìûõ äëÿ ñðàâíåíèÿ çàêîíîâ ïðèíè-
ìàåòñÿ Pð = const. Ìû ìîæåì ïîñòó-
ïèòü òàê æå, íî â íàøåì ñëó÷àå îáúåê-
òîâ äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ íèìè ýìïèðè÷åñ-
êîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü ìíî-
ãî òûñÿ÷, è âîïðîñ î òîì, êàêèå èç íèõ
âåðîÿòíû â ïðèðîäå, íå òðèâèàëåí. Áåç
ó÷åòà ðàñïðîñòðàíåííîñòè òåõ èëè
èíûõ ðàñïðåäåëåíèé îïèñàííàÿ âûøå
ïðîöåäóðà äîëæíà êâàëèôèöèðîâàòü-
ñÿ êàê ïîäãîíêà. Ââîä â òàêèå ïðîöåäó-
ðû àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ íàì ñîâåðøåííî íåîáõîäèìûì
ýëåìåíòîì.

Òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè ïðèìåíå-
íèÿ êðèòåðèÿ ñîãëàñèÿ χ2 ê äèñêðåòíûì
ðàñïðåäåëåíèÿì âûðàæàþòñÿ â òîì,
÷òî âî ìíîãèõ òåîðåòè÷åñêèõ ìîíîìî-
äàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ÷àñòü èíòåð-
âàëîâ áóäåò èìåòü íóëåâûå ÷àñòîòû, ÷òî
íåäîïóñòèìî, òàê êàê îíè â ôîðìóëå
äëÿ ðàñ÷åòà χ2 ïîÿâëÿþòñÿ êàê â ÷èñëè-
òåëå, òàê è â çíàìåíàòåëå. Äëÿ ïðåîäî-
ëåíèÿ ýòîé òðóäíîñòè �íóëåâûå� èíòåð-
âàëû îáúåäèíÿþòñÿ ñ ñîñåäíèìè, ÷òî-
áû íè â îäíîì íå îêàçàëîñü íóëåâûõ
÷àñòîò. Ïðè ýòîì àíàëîãè÷íûì îáðà-
çîì îáúåäèíÿþòñÿ ñ ñóììèðîâàíèåì
÷àñòîò òå æå èíòåðâàëû ýìïèðè÷åñêîé
ãèñòîãðàììû. Ïîñëå òàêîé ôèëüòðàöèè
â ýìïèðè÷åñêîé ãèñòîãðàììå ìîãóò
îñòàâàòüñÿ èíòåðâàëû ñ ÷àñòîòàìè
ìåíüøå ïÿòè, ÷òî ïðè ïðîâåðêå äîïóñ-
êàòü íå ðåêîìåíäóåòñÿ (ïî äðóãèì èñ-
òî÷íèêàì ÷àñòîòû äîëæíû áûòü íå
ìåíåå òðåõ). Ñíîâà ïðèìåíÿåì ôèëüòð
ñ îáúåäèíåíèåì èíòåðâàëîâ ýìïèðè-
÷åñêîé ãèñòîãðàììû, à òàêæå ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ èíòåðâàëîâ òåîðåòè÷åñêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñëå òàêîé ïîäãîòîâ-
êè èñïîëüçóåì êðèòåðèé χ2.

Ñòàòèñòè÷åñêèå òàáëèöû, ñîäåðæà-
ùèå çíà÷åíèÿ õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëå-
íèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû
è êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ χ2 äëÿ ðàçíûõ
óðîâíåé çíà÷èìîñòè α, îêàçàëèñü íå-
ïðèãîäíûìè äëÿ ðåøåíèÿ íàøåé çàäà-
÷è. Òàáëèöû ñäåëàíû äëÿ äèñêðåòíûõ
çíà÷åíèé óðîâíÿ çíà÷èìîñòè, à íàì
íåîáõîäèìû òî÷íûå çíà÷åíèÿ α äëÿ
ïîëó÷àåìûõ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ
ôîðìóëû (1) çíà÷åíèé χ2. Â ïðîãðàì-

ìàõ, ðåàëèçóþùèõ îïèñûâàåìóþ ìå-
òîäèêó, íåîáõîäèìî áûëî ïðåäóñìîò-
ðåòü ñïîñîá ðàñ÷åòà α äëÿ çàäàííûõ
ñòåïåíåé ñâîáîäû è ïîëó÷àåìûõ çíà-
÷åíèé χ2. Äëÿ ýòîãî â ñâîþ î÷åðåäü
íåîáõîäèìî áûëî ðàçðàáîòàòü ðÿä ïðî-
öåäóð âû÷èñëåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ôóíêöèé, è â èõ ÷èñëå ãàì-
ìà-ôóíêöèþ � àíàëîãà ôàêòîðèàëà
äëÿ äðîáíîãî àðãóìåíòà.

Ðàçðàáîòàííûé íàìè ïðîãðàììíûé
êîìïëåêñ íà ÿçûêå Ïàñêàëü-7 ñîäåðæèò
... ïðîãðàììíûõ åäèíèö îáùèì îáúå-
ìîì ... îïåðàòîðîâ. Îí ñïîñîáåí îáðà-
áàòûâàòü ãèñòîãðàììû, ñîäåðæàùèå äî
25 èíòåðâàëîâ ñ îáúåìîì âûáîðêè äî
300. Îáðàáîòêà áîëüøèõ îáúåìîâ âû-
áîðêè ñèëüíî óäëèíÿåò âðåìÿ ñ÷åòà, è
áåç òîãî íåìàëîå.

Ìåòîäèêà èñïûòàíà íà íåáîëüøèõ
èñêóññòâåííûõ ïðèìåðàõ, à òàêæå íà
ðåàëüíîì ìàòåðèàëå, ëþáåçíî ïðåäî-
ñòàâëåííîì Í. Ï. Þøêèíûì, êîòîðîìó
àâòîð îáÿçàí òàêæå ïîñòàíîâêîé çàäà÷è
èìåííî â øèðîêîì ïëàíå, áåç ïðåäïî-
ëîæåíèé î âèäå òåîðåòè÷åñêîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ, êàê ýòàëîíà äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ
ýìïèðè÷åñêèì. Èñõîäíûå äàííûå áûëè
çàäàíû â âèäå ãèñòîãðàììû (ñì. ðèñó-
íîê). Íåîáõîäèìî áûëî óñòàíîâèòü, êà-
êèå èç �ïðîâàëîâ� ãèñòîãðàììû ñóùå-
ñòâåííû áåç àïðèîðíûõ ïðåäïîëîæå-
íèé î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí â öåëîé ãèñòîãðàììå è â îò-
äåëüíûõ å¸ ÷àñòÿõ.

Ïðè àíàëèçå ñëîæíûõ ãèñòîãðàìì,
ñîäåðæàùèõ íåñêîëüêî ìîä è ðàçäåëÿ-
þùèõ èõ �ïðîâàëîâ�, ïðåäóñìîòðåíà

òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé.
Ñíà÷àëà ðàññ÷èòûâàåòñÿ çíà÷åíèå χ2 è
α â öåëîì äëÿ âñåé ãèñòîãðàììû. Åñëè
ãèïîòåçà ìîíîìîäàëüíîñòè íå îòêëî-
íÿåòñÿ, àíàëèç ìîæíî çàêîí÷èòü. Åñëè
ãèñòîãðàììà ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå ÷àñòè
ïî èíòåðâàëó ñàìîãî ñóùåñòâåííîãî
ïðîâàëà, òî àíàëèç ïðîäîëæàåòñÿ àíà-
ëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ êàæäîé ÷àñòè.
Íà ïðàêòèêå �äëÿ íàäåæíîñòè�, íåçà-
âèñèìî îò ðåçóëüòàòîâ ïðîâåðêè îáùåé
ãèñòîãðàììû èëè å¸ ÷àñòè ñ �ïðîâà-
ëîì�, àíàëèç âåäåòñÿ äî êîíöà.

Äëÿ óñêîðåíèÿ àíàëèçà ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ âàðèàíòîì ïðîãðàììû, â
êîòîðîì íå ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ ìîäåëè-
ðîâàíèå ìîíîìîäàëüíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé, à èñïîëüçóåòñÿ ðó÷íîé ââîä ÷àñ-
òîò ìîíîìîäàëüíîé ãèñòîãðàììû, íà
ãëàç íàèìåíåå îòëè÷àþùåéñÿ îò ýìïè-
ðè÷åñêîé. Åñëè ïðè ýòîì 2

1χ  íå ïðåâû-
ñèò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ α, ýìïèðè-
÷åñêàÿ ãèñòîãðàììà ñ÷èòàåòñÿ ìîíîìî-
äàëüíîé. Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå
÷àñòîòàìè ″òåîðåòè÷åñêîé″ ìîíîìî-
äàëüíîé ãèñòîãðàììû íåìíîãî âàðüè-
ðóþò, íî â ïðåäåëàõ, îñòàâëÿþùèõ å¸
ìîíîìîäàëüíîé, àíàëèç ïîâòîðÿåòñÿ è
âåäåòñÿ ïðîâåðêà ïî îïèñàííûì ñõå-
ìàì ïåðâîé è âòîðîé òðàêòîâîê ïðîâåð-
êè ñëîæíûõ ãèïîòåç.

Â ðåàëüíîì ïðèìåðå èñõîäíûå äàí-
íûå ãèñòîãðàììû (ñì. ðèñóíîê) ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé îïðåäåëåíèÿ âîçðàñòà
öèðêîíîâ èç äîëèíû ð. Îáè èçîòîïíûì
ìåòîäîì (èëè ïî òðåêàì îñêîëêîâ äåëå-
íèÿ?). Â ýòîé ãèñòîãðàììå íàñ÷èòûâà-
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Èñõîäíàÿ ãèñòîãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ öèðêîíîâ èç äîëèíû ð. Îáè ïî âîçðàñòó,
ìëí ëåò. Öèôðû ñâåðõó � íîìåðà ìîäàëüíûõ èíòåðâàëîâ, öèôðû ñíèçó � íîìåðà

ïðîâàëüíûõ èíòåðâàëîâ. Ðåçóëüòàòû àíàëèçà ïðèâåäåíû â òàáë. 2
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åòñÿ äåâÿòü ìîä. Âèçóàëüíî íàèáîëåå
êîíòðàñòíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîâàë
ìåæäó ìîäàìè 2 è 3. Ðàñ÷åòû ýòî ïîä-
òâåðæäàþò. Ïîýòîìó ïåðâûì øàãîì ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàñ÷ëåíåíèå ãèñòîãðàììû ïî

ïðîâàëó ìåæäó ìîäàìè 4 è 5 ñ öåëüþ
àíàëèçà ëåâîé ÷àñòè ãèñòîãðàììû. Ðå-
çóëüòàò àíàëèçà ýòîé ÷àñòè ãèñòîãðàì-
ìû íà ìîíîìîäàëüíîñòü ïðèâåäåí â
ïåðâîé ñòðîêå òàáë. 2: îíà íå ìîíî-

ìîäàëüíà, è âåðîÿòíîñòü îøèáêè ýòî-
ãî âûâîäà íå ïðåâûñèò 0.4 ⋅ 10-6, ÷òî
íè÷òîæíî ìàëî. Äàëüíåéøèé õîä àíà-
ëèçà è åãî ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â ýòîé
æå  òàáëèöå.

Ãðàâþðà Î. Âåëåãæàíèíîâà    �Áàáî÷êà íà ëüäó�

Аíàëèçèðóåìàÿ 
÷àñòü 

ãèñòîãðàììû 

Чèñëî 
èíòåðâàëîâ 

k 

Чèñëî 
äàííûõ 

n 

Чèñëî 
ñòåïåíåé 
ñâîбîäû f 

Зíà÷åíèå 
χ2 

Уðîâåíü 
çíà÷èìîñòè 

α 
Вûâîä 

Ëåâàÿ îò ïðîâàëà 4 23 112 13 55.2 0.4 ⋅ 10-6 Ïðîâàë 2 ñóùåñòâåí 
Ëåâàÿ îò íà÷àëà 
äî ïðîâàëà 2 13 77 7 1.03 0.996 Ïðîâàë 1 íåñóùåñòâåí 

Îò ïðîâàëà 2 
äî ïðîâàëà 4 9 35 5 2.41 0.75 Ïðîâàë 3 íåñóùåñòâåí 

Îò ïðîâàëà 4 
äî ïðîâàëà 6 6 8 1 0.67 0.42 Ïðîâàë 5 íåñóùåñòâåí 

Îò ïðîâàëà 4 
äî ïðàâîãî êîíöà 
ãèñòîãðàììû 

21 17 2 10.3 0.005 Ïðîâàë 6 ñóùåñòâåí 

Îò ïðîâàëà 6 
äî ïðîâàëà 8 14 8 3 10.0 0.002 Ïðîâàë 7 ñóùåñòâåí 

Îò ïðîâàëà 7 
äî ïðàâîãî êîíöà 
ãèñòîãðàììû 

7 4 0 � � 
Î ñóùåñòâåííîñòè ïðîâàëà 8 
ñóäèòü íåâîçìîæíî ââèäó 
îòñóòñòâèÿ ñòåïåíåé ñâîáîäû 

 

Òàáëèöà 2
Ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè íà ìîíîìîäàëüíîñòü èñõîäíîé ãèñòîãðàììû è åå ÷àñòåé

(êðèòè÷åñêèé óðîâåíü çíà÷èìîñòè aêð = 0.1)




