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Для вывода формул учета релятивистских эффектов необходимо знать коэффициенты 

пространственно-временной метрики (метрический тензор), которые могут быть получены 
из решения уравнений Эйнштейна. В 1963 году Р. Керр смог найти точное решение урав-
нений Эйнштейна в случае осесимметричного вращающегося тела. Пространственно-
временную метрику Р. Керра можно использовать и в геодезии. В нашей работе исследуется 
форма уровенной поверхности осесимметричной вращающейся модели Земли в неподвиж-
ной пространственно-временной метрике Керра. Релятивистский геоид представляет собой 
двухмерную поверхность, в любой точке которой скорость хода часов статического наблю-
дателя, расположенного на этой поверхности, является величиной постоянной. Поэтому для 
получения уравнения уровенной поверхности вращающейся осесимметричной модели Земли 
в системе отсчета неподвижного наблюдателя в уравнении интервала метрики Керра коэф-
фициент при временной координате был принят равным константе. Эта константа связана  
с потенциалом тяготения. В статье выполнено решение полученного уравнения и определе-
ние отклонений уровенной поверхности исследуемой модели Земли от земного эллипсоида.  
В результате исследования установлено, что уровенная поверхность вращающейся модели 
Земли располагается выше поверхности согласованного эллипсоида, максимальное отклоне-
ние достигает девяти метров. 
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For derivation of formulae of relativistic effects it is necessary to know coefficients of spatial-
temporal metrics (metric tensor), which can be driven from Einstein equations. In 1963 R. Kerr 
managed to find exact solution of Einstein equations in case of axe symmetrical rotating body. This 
spatial-temporal method can also be used in geodesy. Our work investigates the form of initial level 
form of axe symmetrical rotating Earth model in motionless spatial-temporal Kerr metrics. Relativ-
istic geoid represents a 2 dimensional surface, in any point of which the clock running speed of the 
observer on this surface is the constant value. That is why for derivation of equation of initial level 
of axe symmetrical Earth model in reference system of motionless observer in the equation of inter-
val Kerr metrics the coefficient of time coordinate was accepted as equal to a constant.  This con-
stant is tied to gravitational potential. The article gives the solution of the obtained equation and de-
termination of deviation of initial level of investigated Earth model from the Earth’s ellipsoid. As 
a result it is stated, that the initial level position of the rotating Earth model is higher than that of 
conforming ellipsoid, maximum deviation being up to nine meters. 

 
Key words: initial level, spatial-temporal Kerr metrics, Earth ellipsoid, relativistic geoid, inertial 

reference system, gravitational radius of the Earth, relativistic geodesy, general relativity theory. 
 
В настоящее время для решения многих научных и практических задач 

геодезии требуется сантиметровый уровень точности вычисления траекторий 
движения искусственных спутников Земли (ИСЗ), координат наземных пунк-
тов, высот квазигеоида и других величин [1–5]. Такой высокий уровень точно-
сти требует учета релятивистских эффектов. Это вызвано тем, что спутники  
и точки земной поверхности двигаются в инерциальной системе отсчета со ско-
ростями, соизмеримыми со скоростью света. 

Для вывода формул учета релятивистских эффектов необходимо знать коэф-
фициенты пространственно-временной метрики (метрический тензор), которые 
могут быть получены из решения уравнений Эйнштейна. В 1916 г. К. Шварц-
шильду удалось найти точное аналитическое решение в случае центрально-
симметричного тела. Именно пространственно-временная метрика Шварцшильда 
в основном используется для многих приложений в астрономии и геодезии. 

В 1963 г. Р. Керр [6] смог найти точное решение уравнений Эйнштейна  
в случае осесимметричного вращающегося тела. Полученное решение было 
предназначено для изучения черных дыр, но пространственно-временную 
метрику Р. Керра можно использовать и в геодезии. Впервые она была  ис-
пользована в геодезии А. Бьерхаммером в 1985 г. [7] при разработке метода 
определения геопотенциала по изменениям частоты точных атомных стандар-
тов времени и частоты. 

В нашей работе исследуется форма уровенной поверхности осесимметрич-
ной вращающейся модели Земли в неподвижной пространственно-временной 
метрике Керра. Р. Керр получил выражения для интервала в следующем виде [6]: 
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где  было принято, что скорость света 1с  и гравитационная постоянная 1f ; 
t  – время, которое показывают часы неподвижного относительно звезд наблю-
дателя, расположенного в центре масс модели Земли; M – масса тела;  
a  – нормированный на скорость света удельный момент количества движения; 
r  – геоцентрическое расстояние в метрике Керра. Геоцентрическое расстояние 
связано с прямоугольными координатами галилеевой метрики соотношением 

  022222224  zaazyxrr . 

В 1967 г. Р. Бойер и Р. Линдквист преобразовали уравнение Керра и полу-
чили следующее выражение для интервала [8]: 
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где  φ – долгота; 
θ – приведенная коширота, отсчитываемая от северного полюса; 

2

2

c

fM
rg   – гравитационный радиус Земли; 

 2222 cosar ; 

22Δ arrr g  ,    θsinΔ 2222 aarA  . 

Если раскрыть скобки, привести подобные члены и пренебречь малыми 
членами порядка 3r , то получим выражение для интервала, представленное  
в работе [8] 
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В работах [9–21] представлено определение релятивистского геоида: реля-
тивистский геоид представляет собой двухмерную поверхность, в любой точке 
которой скорость хода часов статического наблюдателя, расположенного на по-
верхности, является величиной постоянной. 

Поэтому, если приравнять константе С  коэффициент при 2dt  уравнения (3), 
получим уравнение уровенной поверхности вращающейся осесимметричной 
модели Земли в системе отсчета неподвижного наблюдателя 
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rrg .                                           (4) 

Уравнение поверхности (4) также можно получить непосредственно из 
уравнения Керра (1), объединив члены при 2dt . В результате получим 
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После преобразований уравнений (4) или (5) получается квадратное урав-
нение с неизвестным радиусом-вектором r  в пространственно-временной мет-
рике Керра 

0θcos222  CarrCr g .                                           (6) 

Решением уравнения (6) будет являться положительный корень 
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 .                                    (7) 

Если в выражении (7) задать определенные значения постоянной С  и удель-
ного момента, то, изменяя кошироту дискретно с определенным шагом от север-
ного полюса до экватора, можно определить форму уровенной поверхности вра-
щающейся осесимметричной модели Земли в неподвижной системе отсчета. 

Форма уровенной поверхности зависит только от двух  параметров: a  и C , 
которые подбирались таким образом, чтобы при 0θ   значение r  совпало  
с малой полуосью, а при 90θ  – с большой полуосью общеземного эллипсои-
да системы координат GRS-80. 

Для приближенной оценки  значений параметров a  и C  использовались зна-
чения параметров эллипсоида GRS-80 6 378 140a   м, 6 356 755,302b   м; угло-

вой скорости вращения Земли 57,292 115 10    рад/c; гравитационной посто-

янной 11 3 26,673 10 м /(с кг)f   ; гравитационного параметра 3 2398 600,5 м /сfM  ; 

гравитационного радиуса 38,87 10 мgr
  ; нормального потенциала на по-

верхности эллипсоида 2 2
0 62 636 861 м / cU  .  

Масса Земли равна 24/ 5,973 10 кгM fM M   , момент количества дви-

жения 2 332 / 5 7,088 10 кг м/cJ M a     , удельный момент количества движе-

ния  / 3,958 мa J M с   , 2 9
02 / 1,393 858 10 м.C U c     
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Для согласования эллипсоида с моделью осесимметричной Земли были 
получены следующие формулы: 

a

r
C g  ,   

 
2

22

4

2

C

rCbr
a gg 
 .                                    (8) 

Вычисления по формулам (8) привели к следующим значениям: 
91,390 696 56 10 мС   , 368 696,744 мa  . Результаты эксперимента показали, 

что для согласования фигуры эллипсоида с осесимметричной моделью Земли 
по критерию совпадения с большой и малой полуосями приходится значитель-
но изменять удельный момент количества движения. С другой стороны, удель-
ный момент количества движения, связанный с радиусом инерции и сжатием 
осесимметричной модели фигуры Земли, является аналогом удаления фокуса 
эллипсоида от центра эллипсоида. Для эллипсоида GRS-80 фокусы удалены от 
центра на 521 854, 274 м. Геоцентрические расстояния точек поверхности эл-
липсоида в галилеевой метрике могут быть вычислены по формулам 

 sinaxe ; θcos bye ;  22
eee yxr  .                            (9) 

По формулам (7) и (9) выполнены, соответственно, расчеты радиусов-
векторов уровенной поверхности осесимметричной модели Земли в неподвиж-
ной пространственно-временной метрике Керра и радиусов-векторов эллипсои-
да в галилеевой метрике с дискретностью пять градусов от северного полюса до 
экватора. Отклонения уровенной поверхности вращающейся модели Земли  
в неподвижной пространственно-временной метрике Керра от поверхности эл-
липсоида в галилеевой метрике представлены на рис. 1 и в таблице. 

 

 
Рис. 1. Отклонения осесимметричной модели Земли от эллипсоида  

в плоскости меридиана 
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Таблица 
Отличие осесимметричной модели Земли от поверхности эллипсоида 

Значения кошироты, θ 
Отклонения осесимметричной модели  
Земли от земного эллипсоида, Δr (м) 

0° 0,000 0 
5° 0,273 0 
10° 1,058 7 
15° 2,261 8 
20° 3,736 1 
25° 5,303 0 
30° 6,772 7 
35° 7,967 6 
40° 8,743 6 
45° 9,007 6 
50° 8,728 3 
55° 7,940 2 
60° 6,738 7 
65° 5,268 8 
70° 3,707 4 
75° 2,242 1 
80° 1,048 7 
85° 0,270 3 
90° 0,000 0 

 
Из рис. 1 видно, что уровенная поверхность вращающейся модели Земли 

располагается выше поверхности согласованного эллипсоида. Максимальное 
отклонение достигает девяти метров для точек с коширотой 45θ  (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Взаимное расположение поверхностей земного эллипсоида  

и осесимметричной модели Земли 
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Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (про-
ект № 14-27-00068). 
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