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В данной работе метод граничных элементов был модернизирован и использован для 

вычисления всех компонент тензора деформаций внутри однородной среды со сложным 

рельефом. Также предложен алгоритм вычисления преимущественной ориентации трещин  

в зависимости от компонент тензора деформации среды. Результаты могут быть использова-

ны для интерпретации данных многоволновой сейсморазведки по определению анизотропии 

верхней части разреза.  
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Сейсмические наблюдения поперечных и обменных волн показали, что за-

частую (особенно в Восточной Сибири) в среде имеет место анизотропия не 
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только на больших глубинах, но и в верхней части разреза [1, 2]. Это связыва-

ется с преимущественной ориентацией трещин [3]. Наличие преимущественной 

ориентации трещин имеет самостоятельное геодинамическое значение.  

Представляется интересным на небольшой глубине в однородной среде  

с достаточно сложным рельефом вычислить все компоненты тензора деформа-

ций, порожденные этим рельефом. После этого вычислить преимущественную 

ориентацию трещин, обусловленных этими деформациями. 

В качестве ядра для решения упругой задачи будет использоваться конеч-

ный аналог тензора фундаментальных решений для полупространства, т. е. ре-

шение ищется не в виде интеграла, а в виде конечной суммы:  

 

                           

 

где  – фиксированная точка поверхности (либо внутренняя точка среды), а 

суммирование ведется по всем бегущим точкам поверхности x. Тензор 

 является конечным аналогом тензора фундаментальных решения для 

полупространства. При этом первый нижний значок (i) совпадает с ориентаци-

ей нормали либо одной из двух взаимно ортогональных касательных в фикси-

рованной точке, второй значок (k) соответствует ориентации конечного аналога 

дельта-нагрузки. Например, одна из компонент тензора имеет вид: 

 

                 

 

Если верхний предел , то все компоненты совпадут с тензором Гри-

на для полупространства. Использование конечных и гладких ядер, а также 

суммы вместо интеграла позволяет на порядки повысить точность решения 

краевой задачи. Использование (1) позволяет аналитически вычислить все ком-

поненты тензора деформаций, а также компоненты тензора нагрузок, если не-

обходимо решать краевую задачу первого рода.  

 

 

 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

 

Однородная упругая среда с параметрами . Уравнение 

свободной поверхности (рис. 1):  

 

Переменные x и y изменяются в пределах от −1 до 1. Задача состоит в том, 

чтобы на поверхности z0= − 0.05 (моделирующая погружение на малую глуби-

ну) вычислить все компоненты тензора деформаций и с их помощью попытать-

ся вычислить преимущественную ориентацию трещин, т. е. найти решение не-

однородного уравнения равновесия, удовлетворяющего на границе условию ра-
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венства нулю всех компонентов вектора нагрузок. 

 

 
 

Рис. 1. Вид свободной поверхности, описываемой формулой (1) 

 

СПОСОБ РЕШЕНИЯ 

 

Нулевое приближение, удовлетворяющее неоднородному уравнению уп-

ругости есть  

                                          

Формула (5) не удовлетворяет условиям на свободной границе F. Для того 

чтобы найти решение, удовлетворяющее и уравнению, и граничным условиям, 

необходимо найти решение однородного уравнения с вектором нагрузок, про-

тивоположным нагрузкам на поверхности F, порожденным нулевым приближе-

нием. И сложить это решение с (5). 

Также представляется целесообразным использовать цилиндрические ко-

ординаты при исследовании любых возмущений, находящихся на свободной 

поверхности, поскольку шаг сетки увеличивается при увеличении расстояния 

от источника возмущения.  

Можно также вычислить из (1), (5) производные от перемещений, т. е. все 

компоненты тензора деформаций. На рис. 2 представлена компонента дефор-

мации . Видно, что эта компонента по модулю примерно на порядок больше 

остальных компонент, только сжимающая с максимумом под вершинами 

структур. На рис. 3 представлена компонента деформации . Поведение этой 

компоненты нетривиально. Преобладает сжатие, но имеются и зоны растяже-

ния. Максимумы сжатий не совпадают с максимумами свободной поверхности 

(вершинами структур).  
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Рис. 2. Компонента деформации  в цилиндрических координатах.  

Максимум сжатия совпадает с вершинами структур 

 

 

 
 

Рис. 3. Компонента деформации  в цилиндрических координатах.  

Максимум сжатия не совпадает с вершинами структур.  

Преобладает сжатие, но есть и области растяжения 

 

КРИТЕРИЙ ТРЕЩИНООБРАЗОВАНИЯ И РЕЗУЛЬТАТЫ 

 

Современные критерии трещинообразования заимствованы из теории пла-

стичности. В разных задачах используются различные критерии. Поскольку 

трещины (а также области перехода в пластичность) в случае однородного на-

пряженного состояния близки к плоскостям, то Треска предложил использовать 

в качестве критерия разность между главными напряжениями. Это означает, 

что эффективный сдвиг в определенной плоскости не влияет на трещинообра-

зование в двух остальных плоскостях. Критерий Мизеса использует второй ин-

вариант девиатора тензора напряжений. Более сложные критерии (Друкера-

Прагера, Шлейхера-Надаи [4]) учитывают, что сжимающие и растягивающие 

напряжения могут как усиливать, так и ослаблять трещинообразование. В ос-

новном все упомянутые критерии используются для лабораторных исследова-
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ний, силой тяжести в которых можно пренебречь. Если глубина залегания дос-

таточно велика, то одна из компонент тензора деформаций существенно пре-

восходит остальные и поле деформаций существенно неоднородно по глубине. 

По этой причине желательно изменить критерий трещинообразования, чтобы 

адекватно описывать упомянутые выше особенности. В частности, объяснить 

наличие субвертикальных трещин. Поскольку даже на относительно небольшой 

глубине боковые и вертикальные напряжения соизмеримы, а деформации отли-

чаются на порядки, имеет смысл использовать для задач геодинамики не сило-

вые критерии трещинообразования (связанные с напряжениями), а деформаци-

онные. Представляется правильным использовать простоту подхода Треска, за-

менив эффективные касательные напряжения на деформации. Кроме того, 

предлагается учесть тот факт, что деформации сжатия препятствует трещино-

образованию, а растяжения – наоборот, способствуют, аналогично тому, как это 

используется в критерии Шлейхера-Надаи. Рассмотрим формулы (6)-(8): 

 

 

 

Построим вектор  

                            

где  – функция Хэвисайда. При этом параметр α можно положить равным 0.5 

для достаточно широкого класса сред. Будем считать направление этого векто-

ра совпадающим с наиболее вероятной ориентацией нормали к плоскости тре-

щины. Это дает возможность количественно учесть то, что деформация сжатия 

препятствует образованию трещины. Если в (9) есть только одна ненулевая 

компонента, то это значит, что нормаль к трещине имеет точно такое же на-

правление. Если ненулевых компонент две, то разность между ними есть от-

клонение наиболее вероятной ориентации от случайной в сторону одной из 

осей. Если все три компоненты одинаковы, то это будет означать хаотичную 

ориентацию трещин в трехмерном пространстве. Результаты обработки реше-

ния упругой задачи показывают, что почти всюду на виртуальной поверхности 

z0= − 0.05 компонента  (8) равна нулю. Это означает, что трещины субверти-

кальны. Из рис. 4 следует, что вдали от структуры ориентация нормали к плос-

кости трещины в плоскости XY случайна ( ). Вблизи структуры нормаль 

к трещине отклоняются в сторону оси x примерно на 5 градусов, что может 

приводить к слабой анизотропии. Следует отметить, что на границе раздела 

двух сред влияние формы границы на ориентацию трещин будет значительно 

более существенным. 
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Рис. 4. Отклонение нормали к плоскости трещин от хаотичной  

ориентации (в сторону оси Х) в радианах. Максимальное отклонение  

не совпадает с элементами структуры 

 

ВЫВОДЫ 

 

1. Предложен критерий трещинообразования, учитывающий роль силы 

тяжести в процессе трещинообразования, а также то, что сжимающие нормаль-

ные деформации препятствуют образованию трещин. 

2. Под действием силы тяжести и рельефа трещины почти всюду субвер-

тикальны. Что касается ориентации в горизонтальной плоскости, то под влия-

нием рельефа отклонение от хаотичной ориентации в этой плоскости сравни-

тельно невелико (±5
0
). Это означает, что в однородной среде наведенная релье-

фом анизотропия невелика (по некоторым оценкам, коэффициент анизотропии, 

обусловленной подобным изменением преимущественной ориентации, соста-

вит 5 %). 
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