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1. ВВЕДЕНИЕ

Актуальная в настоящее время проблема ин&
фразвукового контроля взрывов разной мощно&
сти в атмосфере не может быть решена без учета
влияния реальной структуры и динамики атмо&
сферы на процесс распространения акустических
сигналов от взрывных источников к приемной
антенне [1–4]. Существенное влияние на этот
процесс оказывает тонкая слоистая структура по&
лей скорости ветра и температуры, существую&
щая во всей толще атмосферы. Ее влияние на
форму сигналов и временну<ю изменчивость их
параметров было убедительно показано в много&
численных экспериментах по регистрации ин&
фразвуковых волн в областях акустической тени
от последовательности наземных взрывов с до&
статочно малым интервалом времени между под&
рывами (порядка 20 мин), проводившихся в раз&
ные сезоны года [5, 6]. Само появление сильно за&
тянутого во времени акустического сигнала (по
сравнению с длительностью излучаемого сигна&

ла) в этих областях, куда не попадают лучи с точки
зрения геометрической акустики, объяснялось
отражениями распространяющегося вверх сигна&
ла от неоднородных слоев атмосферы с разными
вертикальными градиентами эффективной ско&
рости звука Сэфф [2]. Для теоретической интерпре&
тации этого эффекта полученный по данным ра&
кетного зондирования вертикальный профиль
эффективной скорости звука аппроксимировался
в [2] кусочно&линейным профилем, а поле аку&
стического сигнала вдали от его источника нахо&
дилось методом нормальных волн. При этом от&
ражения акустической волны происходили глав&
ным образом на скачках вертикального градиента
эффективной скорости звука Сэфф(z) на границах
неоднородных слоев, а минимальные толщины
неоднородных слоев естественным образом
ограничивались вертикальным шагом измере&
ний скорости ветра и температуры по высоте
(порядка 1 км). Слоистая структура, как было по&
казано в [2], нарушает условие конструктивной
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интерференции нормальных волн, имеющей ме&
сто в отсутствии возмущений профиля Сэфф(z),
вызванной этой структурой, что приводит к появ&
лению дополнительной дисперсии сигнала и его
затягиванию во времени в точке приема.

В реальной атмосфере слоистые неоднородно&
сти имеют широкий энергетический спектр по
вертикальным масштабам, включая короткие
масштабы по сравнению с вертикальным шагом
измерений профилей скорости ветра и темпера&
туры. К примеру, на высотах стратосферы верти&
кальный спектр этих неоднородностей убывает с
ростом вертикального волнового числа kz по сте&

пенному закону  в диапазоне вертикальных
масштабов от нескольких км до десятков метров,
где показатель p близок к –3 [7, 8]. При этом вер&
тикальные профили градиентов скорости ветра и
температуры являются непрерывными функция&
ми вертикальной координаты z и имеют при боль&
ших kz спектральную плотность, убывающую как

 Так как инфразвуковые волны имеют длины
волн, сравнимые с масштабами указанных выше
неоднородностей, то их отражение происходит
непрерывно на любой высоте z, где волна прохо&
дит через тонкие неоднородные слои с конечны&
ми градиентами скорости ветра и температуры.
Ниже мы найдем связь между формой однократ&
но отраженного сигнала с параметрами тонкой
структуры атмосферы на высотах отражения и па&
раметрами (амплитудой и длительностью) аку&
стического сигнала, излучаемого взрывным ис&
точником, в предположении, что эти слои явля&
ются слабоотражающими благодаря малости
относительных флуктуаций скорости ветра и тем&
пературы. Параметризация такой связи весьма
важна для определения параметров самого взрыв&
ного источника (местоположения и мощности),
что является целью инфразвукового мониторин&
га. С другой стороны, эта же связь необходима для
акустического зондирования тонкой структуры
полей скорости ветра и температуры с помощью
импульсных источников (наземные взрывы, вул&
каны), подобно акустическому зондированию
тонкой структуры в океане [9].

Первый шаг к решению этой задачи состоит в
расчете нелинейного искажения излученного то&
чечным источником акустического импульса в
процессе его распространения от источника в
верхние слои атмосферы. Эта задача будет ре&
шаться в разделе 2 в рамках нелинейной геомет&
рической акустики, т.е. в отсутствие мелкомас&
штабных вариаций скорости ветра и температу&
ры, вызванных тонкой слоистой структурой
атмосферы. При этом будут учтены как нелиней&
ные эффекты, накапливающиеся с высотой, глав&
ным образом, благодаря уменьшению невозму&
щенной плотности атмосферы, так и зависимость
коэффициента молекулярного поглощения аку&
стической волны от высоты в стратифицирован&
ной атмосфере [3, 10]. Расчет же поля отраженно&

p
zk−

2.p
zk − +

го сигнала от тонкой слоистой структуры атмо&
сферы будет проводиться в разделе 3 как для слоя
верхней стратосферы, так и нижней термосферы. В
разделе 4 будет получена связь между частотным
спектром отраженного сигнала с вертикальным
спектром слоистых неоднородностей в атмосфере.
Здесь же будет проведено сравнение полученного ча&
стотного спектра с экспериментальными спектрами
акустических сигналов от вулканов на Камчатке. 

2. РАСЧЕТ ПАРАМЕТРОВ N&ВОЛНЫ
В ВЕРХНЕЙ АТМОСФЕРЕ

Нелинейность распространения акустическо&
го импульса от точечного взрывного источника
(наземный взрыв, вулкан) в верхние слои атмо&
сферы приводит к искажению формы сигнала и
изменению его длительности. Для учета рефрак&
ции лучевых траекторий акустической волны в
стратифицированной среде уравнения нелиней&
ной акустики, описывающее искажение формы
импульса, записываются в так называемых луче&
вых координатах [11–14]. В частности, обобщен&
ное уравнение Бюргерса, записанное для выбран&
ной лучевой трубки, имеет вид [14, 15] 

(1)

где l – координата вдоль луча, исходящего от то&
чечного источника под определенным углом θ к

вертикали, τ = t –  – время в сопрождающей

звук системе координат, l0 – некоторая начальная
координата, взятая на малом расстоянии от то&
чечного источника,  – акустическое давле&
ние, ρ(z), c(z) и S(z) – соответственно невозму&
щенная плотность атмосферы, скорость звука и
площадь сечения лучевой трубки, взятые на теку&
щей высоте луча z = z(l), ε =  γ – показа&
тель адиабаты, а ν(z) =  –эффективная ки&
нематическая вязкость атмосферы, учитывающая
различные механизмы поглощения звука в атмо&
сфере в зависимости от высоты [10, 18]. Уравне&
ние (1) выведено в приближении нелинейной
геометрической акустики, учитывающем малость
изменения ρ(z), c(z), S(z) и ν(z) на характерной
длине волны акустического излучения. При этом
мы считаем справедливым предположение о том,
что в некотором диапазоне низких частот коэф&
фициент поглощения звука растет с частотой по
квадратичному закону. 

Предположим, что на некотором близком рас&
стоянии от точечного источника задан импульс

акустического давления,  =  имею&
щий форму, описываемую безразмерной функци&
ей f(t), пиковую амплитуду  и характерную дли&
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тельность τ0. Обозначим плотность, скорость зву&
ка и сечение лучевой трубки на уровне z0 ≡ z(l0)
через ρ0, c0 и S0 соответственно. С помощью следу&
ющей замены переменных (см., например, [16])

(2)

где xN = – характерная нелинейная дли&
на образования разрыва в плоской акустической
волне, распространяющейся в однородной среде
с плотностью ρ0 и скоростью звука c0, M0 =

=  =  – акустическое число Маха

вблизи источника при l = l0, V0 ≡  – ам&
плитуда колебательной скорости вблизи источ&
ника, уравнение (1) можно свести к следующему
безразмерному виду:

(3)

где Γ =  а Re0 =  Re =  =  –

акустическое число Рейнольдса, зависящее от ко&
ординаты z.

При распространении акустического импуль&
са от наземного взрывного источника до высот
термосферы 100–120 км рост нелинейных эффек&
тов с высотой вызван главным образом монотон&
ным уменьшением плотности атмосферы, поэто&
му, в первую очередь, мы будем учитывать именно
стратификацию плотности для оценки искаже&
ния формы излучаемого импульса с ростом высо&
ты, т.е. считая c(z) ≈ c0, а эффекты рефракции сла&
быми для лучей, не испытывающих полное внут&
реннее отражение (именно такой случай будет
рассматриваться ниже). В этом приближении лу&
чи, исходящие от точечного источника, близки к
прямым радиальным линиям, а площадь сечения
лучевой трубки S растет с расстоянием r от точеч&
ного источника пропорционально r2. Для лучевой
трубки, образуемой лучами с углами выхода к
вертикали θ0 и θ0 + dθ0, уравнение (1) примет вид:

(4)

где z = rcosθ0. Аналогичное уравнение можно за&
писать и для радиальной компоненты колеба&

тельной скорости:  = 

Предположим, что излучаемая форма акустиче&
ского импульса колебательной скорости  =
=  заданная на сфере малого радиуса r0 = c0τ0 

H, где H – высота однородной атмосферы,
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представляет из себя двуполярный импульс с
ударным передним фронтом и положительной
фазой сжатия, имеющей длительность τ0 и ампли&
туду колебательной скорости V0 на ударном фрон&
те. В этом случае уравнение (3) приобретает вид:

(5)

(6)

где r(s) – функция, обратная к функции s = s(r),
определяемая из первого уравнения (6), Γ0 =
=  а Re0 =  – акустическое
число Рейнольдса вблизи земной поверхности. В
предельном случае H → ∞, когда атмосферу мож&
но считать однородной средой, уравнение (5) с
учетом (6) переходит в известное уравнение Бюр&
герса для сферической волны [17].

По мере распространения двуполярного и сба&
лансированного по фазе сжатия и разряжения
акустического импульса в верхние слои атмосфе&
ры его форма из&за нелинейного искажения при&
обретает форму N&волны с амплитудой uN на удар&

ном фронте, убывающей по закону uN = 
[17, 18]. Тогда из (6) следует, что амплитуда ради&
альной скорости VN зависит от расстояния r следу&
ющим образом:

(7)

где s(r) =  –  а

Ei(x) =  – интегральная показательная

функция. Учитывая связь последней, E1(–x) =
= ⎯ Ei(x) – iπ, с экспоненциальным интегралом

E1(x) =  можно записать

(8)

В силу закона сохранения полного акустического
импульса N&волны, убывание ее амплитуды на
ударном фронте с ростом расстояния от источни&
ка сопровождается увеличением длительности
τ(r) ее положительной фазы по закону

(9)

Оценим параметры N&волны, достигающей высо&
ты z = 120 км термоcферы при распространении
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вдоль лучей, выходящих от наземного взрывного
источника под углами, близкими к θ0 = 45°, т.е на
расстоянии r ≈ 170 км. Для одного из эксперимен&
тальных наземных взрывов, анализировавшихся
в [13], амплитуда пикового акустического давления
на расстоянии 4 км от взрыва составляла 200 Па, а
длительность положительной фазы сигнала τ0 =
= 1.5 с. Приняв амплитуду давления P' = 800 Па
на расстоянии r = r0 = 1 км, можно оценить ам&
плитуду колебательной скорости V0 ≈ 2.4 м/c на
этом расстоянии и число Маха M0 ≈ 7 × 10–3. При
этом соответствующая нелинейная длина xN ≈ 58 км,

а отношение  = 0.017. Высота однородной
атмосферы H в интересующем нас диапазоне вы&
сот от 95 до 120 км растет от 5.5 до 10 км [19]. При&
няв среднее значение H = 7 км и учитывая зависи&
мость (8) координаты s(r) от безразмерной верти&
кальной координаты x = rcosθ0/(2H) (рис. 1),
получим для z = 120 км: x = 8.6, s = 12.2, а ампли&
туда скорости согласно (7) равна VN ≈ 20.5 м/c. 

Длительность же τ(r) при этом возрастает до
5.5 с в соответствии с (9). Важно также оценить на
тех же высотах термосферы “размытие” ударного
фронта N&волны из&за диссипации акустической
энергии на ударном фронте и его толщину δ. Для
плоской волны решение уравнения Бюргерса,
описывающее вертикальное распространение им&
пульса в стратифицированной по плотности атмо&
сфере, было найдено в [18]. Для точечного источника
мы ограничимся поиском квазистационарного ре&
шения (5) в виде скачка скорости u = 

где χ(s) =  Подставляя

его в (5), можно убедиться в справедливости этого ре&

0 Nr x

tanh[ 2 ( )],T sΓχ

0
0

( )
exp[( ( ) )

r s
r s r

r
− 0cos 2 ].Hθ

шения при выполнении условия  

 при котором первым членом уравнения
можно пренебречь по сравнению с остальными
двумя. Учитывая, что вблизи поверхности земли
кинематическая вязкость ν(0) ≈ 1.3 × 10–5 м2/c при
температуре 20°С, получим вблизи поверхности
следующие значения: Re0 ≈ 9 × 107, Γ0 ≈ 4.6 × 10–9.
Подставляя предполагаемое решение в виде скач&
ка скорости в уравнение (5), нетрудно убедиться
путем оценки каждого члена уравнения, что ука&
занное выше условие квазистационарности вы&
полняется до высот термосферы, так как первый
член этого уравнения составляет величину поряд&
ка 105 и на три порядка меньше двух других чле&
нов. При этом толщина фронта скачка скорости
δ =  растет с высотой и на высоте 120 км
достигает значений порядка 0.01 с, что примерно
в 500 раз меньше длительности положительной
фазы N&волны (7). Это означает, что фронт удар&
ной волны остается достаточно тонким, несмотря
на ее нелинейное затухание на фронте, а широко&
полосный частотный спектр сигнала содержит
высокочастотные компоненты с частотами в не&
сколько десятков Гц. На той же высоте 120 км ки&
нематическая вязкость возрастает до значения
ν(120 км) = ν(0)ez/H ≈ 362 м2/c, что дает коэффи&
циент классического поглощения волны на ча&

стоте f = 0.2 Гц, равный αс = ν(120 км)  ≈
≈ 10–5 м–1 или 0.09 дБ/км, который близок по ве&
личине к значению 0.1 дБ/км для коэффициента
поглощения, полученного в [10]. Это согласие
подтверждает реалистичность нашей оценки ши&
рины ударного фронта N&волны на высотах отра&
жения в термосфере и показывает, что частотный
спектр сигнала на этих высотах обогащен высо&
кочастотными гармониками, генерируемыми в
процессе нелинейного распространения сигнала
от наземного источника до высот термосферы.
Процесс же отражения нелинейно&искаженного
сигнала от тонкой слоистой структуры на высотах
термосферы и стратопаузы будет рассмотрен в
следующем разделе. 

3. ОТРАЖЕНИЕ N&ВОЛНЫ ОТ СЛОИСТЫХ 
НЕОДНОРОДНОСТЕЙ ТЕМПЕРАТУРЫ
И СКОРОСТИ ВЕТРА В АТМОСФЕРЕ

Рассмотрим плоскую монохроматическую аку&
стическую волну  + 
распространяющуюся вверх (ось z направлена
вверх) из однородного полупространства z < 0 и
падающую на движущийся атмосферный неодно&
родный слой 0 ≤ z ≤ H0 толщины H0, заполненный
слоистыми неоднородностями cкорости звука
c(z) и скорости ветра v(z). Профили c(z) и v(z) бу&
дем считать функциями, имеющими непрерыв&
ные первые и вторые производные и принимаю&

2
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2
0
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2
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Рис. 1. Зависимость безразмерной координаты s от
нормированной высоты x =  при θ0 =
= 45°, Н = 7 км, z0 = 0.7 км.

0cos (2 )r Hθ
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щими постоянные значения вне слоя, равные c1 и
 = 0 соответственно, A – комплексная амплиту&

да волны, ω – ее частота, ξ =  – горизон&

тальный волновой вектор волны, μ =  >
> 0 – вертикальная компонента волнового числа,
k0 = ω/c1 – волновое число в однородном полу&
пространстве z < 0 и выше неоднородного слоя
при H0 < z < ∞. 

Будем считать, что тонкая вертикальная струк&
тура атмосферы вызывает малые относительные

флуктуации ε(z) =  квадрата эф&

фективного показателя преломления,  =

=  т.е.   1, где ρ –
плотность атмосферы, n = c1/c – акустический
показатель преломления в неподвижной среде,
β(z) = 1 –  ρ0 – постоянный коэффициент
размерности плотности [9]. В этом случае коэф&
фициент отражения V(z), определяемый как от&
ношение комплексных амплитуд падающей и
отраженной волн на уровне z, подчиняется урав&
нению Риккати [9, см. 10.1]

 (10)

Отрицательный знак в первом слагаемом пра&
вой части (1) выбран в соответствии с вертикаль&
ным направлением падающей волны.

В частном случае неподвижной среды N2(z) =

=  где θ =  – угол
падения волны на слой. При постоянной плотно&
сти среды и нормальном падении волны на слой
(θ = 0) эффективный показатель преломления сов&
падает с обычным показателем преломления n.

В случае, когда вертикальный градиент эф&
фективного показателя преломления мал, т.е.

  2μ, то и коэффициент отражения
плоской волны V(z) мал по абсолютной величине
при любом значении z. В первом по ε приближе&
нии, называемым борновским, коэффициент от&
ражения V(z) на некотором уровне z < 0 ниже не&
однородного слоя можно представить в виде [20]:

(11)

где в рассматриваемом нами случае n1 = 1, β1 = 1.
Помимо малости коэффициента отражения вол&
ны,   1, это приближение требует также и ма&
лости возмущения фазы акустической волны 2k

0

v
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⎡ ⎤× − − β − ξ + ε⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

V �

 –  внутри не&

однородного слоя, которое в общем случае огра&
ничивает толщину неоднородного слоя H0.

Учитывая, что Фурье&спектр флуктуаций ε(z')
равен

(12)

коэффициент отражения (11) можно выразить
через значение спектральной составляющей (12),
взятой при kz равной удвоенной вертикальной ком&
поненте волнового вектора отраженной волны:

(13)

причем  =  в силу действительности ε(z'),
а знак “*” означает комплексное сопряжение.

Будем считать, что относительные флуктуации
скорости звука  (или температуры T),
плотности  и скорости ветра  где
Δu(z) =  – проекция скорости ветра в не&
однородном слое на направление горизонтально&
го волнового вектора акустической волны ξ, малы
по сравнению с cos2θ для углов падения волны θ,
не очень близких к π/2. Ограничиваясь линейны&
ми членами в разложении ε(z) в ряд по указанным
выше относительным флуктуациям, получим (см.
формулу (П.3)):

(14)

В этом случае коэффициент отражения 

(15)

являющийся Фурье&преобразованием вертикаль&
ного градиента  зависит, согласно (14), от
азимута ψ вектора ξ по отношению к направле&
нию скорости ветра v(z).

В случае неподвижного неоднородного слоя
среды (u = 0) с постоянной плотностью ρ1, равной
плотности среды вне этого слоя, выражение для ε
при 70° ≤ θ < 90° можно приближенно представить

в виде: ε(z) =  + 

поэтому в выражении (13):  =

=  где  – Фурье спектр
флуктуаций скорости звука Δc(z), а μ = k0cosθ.

Рассмотрим отражение сферической волны,
излучаемой точечным источником, находящимся
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в точке x = 0, y = 0, z0 < 0 от рассматриваемого
здесь неподвижного неоднородного слоя. Поле
отраженной гармонической сферической волны
от границы произвольного неоднородного слоя
среды детально изучено, например, в [20]. Для его
вычисления поле падающей сферической волны
раскладывается по плоским волнам. Если прием&
ник находится в точке z < 0, то отраженное от
нижней границы неоднородного слоя z = 0 аку&
стическое поле в точке приема, p'(t), можно запи&
сать в виде 

(16)

где μ =  причем знак корня выбирается
из условия Im(μ) > 0, обеспечивающего ограни&
ченность поля p' при |z| → ∞.

Оценка последнего интеграла методом перева&
ла проведена в [20, п. 12.2]. Она приводит к следу&
ющему выражению для отраженной волны 

(17)

(18)

где  =  – коэффици&
ент отражения плоской гармонической волны,
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0( , )V ω θ ( 0,V z = 0 0sin , )kξ = θ ω

падающей на границу неоднородного слоя z = 0
под углом θ0 зеркального отражения к вертикали,
R1 – сумма расстояний в вертикальной плоскости
(содержащей источник и приемник) от источни&
ка до точки зеркального отражения на границе
неоднородного слоя z = 0, и от этой точки до при&
емника (рис. 2), а  – квадратичные по
малому параметру  члены, являющиеся
малыми дифракционными поправками к полю
отраженной волны в геометроакустическом при&
ближении (17).

В случае движущегося неоднородного слоя с
Δu ≠ 0 поле отраженной волны может быть по&
прежнему выражено с помощью (8), где коэффи&
циент отражения уже зависит от азимута точки
приема и должен быть взят при ψ = ϕ, т.е. в азиму&
тальном направлении ϕ радиуса&вектора, прове&
денного от источника к приемнику:

(19)

В этом случае дифракционная поправка (18) бу&
дет содержать дополнительный член

 в квадратных скобках выра&

жения (18) (см. [20], п. 12.6).

Пусть  – излучаемый источником им&
пульс акустического давления вблизи точечного
источника с максимальным давлением pm на
близком расстоянии r0 от него. Его поле вдали от
источника можно представить в виде

(20)

где  =  – временно<й Фу&

рье&спектр излучаемого (начального) сигнала

f(t) =   – определяется выраже&
ниями (15) и (19), а условие   1 считается вы&
полненым для частот, лежащих в пределах шири&

ны частотной полосы спектра  Таким обра&
зом, частотный Фурье&спектр отраженного
сигнала определяется произведением спектра
вертикальных флуктуаций градиента эффектив&
ного показателя преломления,  взятого
при kz =  где a ≡  и частотного
спектра, падающего на слой импульса.

Подстановка (15) в (20) позволяет представить
первое слагаемое в (20) в виде свертки начального
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Рис. 2. Схема падения акустической N&волны от то&
чечного источника в точке z0 на неоднородный дви&
жущийся слой 0 ≤ z ≤ H0 с вертикальными флуктуаци&
ями эффективного показателя преломления.
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сигнала с функцией, описывающей вертикаль&
ный профиль градиента 

(21)

Интегрируя (21) по частям с учетом обращения
функции ε(z) в нуль при z → ±∞, и делая замену
переменных t' = t –  –  получим

(22)

Допустим, что падающий импульс представля&
ет из себя N&волну, показанную на рис. 3, с ам&
плитудой давления pm и длительностью T0/2 поло&
жительной фазы N&волны:

 при  

 

при 

где δ – безразмерная толщина фронта, а fm – мак&
симум функции, стоящей в фигурных скобках.

Длительность N&волны на рис. 3 и толщина ее
фронта выбраны в соответствии с расчетами не&
линейного искажения излучаемого акустическо&
го импульса до высот стратопаузы: T0 = 6 c, δ =
= 0.01. При этом максимум fm = 0.937 достигается
при t = tm ≈ 2.6T0δ.

Одна из модельных реализаций эффективного
показателя преломления ε(z) в неоднородном слое
толщиной H0 = 8.2 км при θ0 = 70° и c1 = 330 м/c
(при этом a = 483 м/c) показана на pис. 4. Этот
профиль был рассчитан из мгновенных реализа&
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ций поля возмущений температуры и проекции
скорости ветра, вызванных нелинейным полем
внутренних гравитационных волн (ВГВ), и полу&
чен при мгновенном вертикальном срезе этого
поля [1]. 

Если ширина фронта N&волны в пространстве
d ≡  мала по сравнению с характер&
ным вертикальным масшабом флуктуаций пока&
зателя преломления  =  (см. ниже (32)), то
основной вклад в отраженное поле импульса (22)
вносят малые окрестности переднего и заднего
фронтов N&волны (pис. 5), в которых значения
производных 

(24)

резко возрастают в пределах толщины фронта
N&волны. При выбранных параметрах: d ≤ 30 м, в
то время как L* на высотах стратопаузы составля&
ет несколько км [15, 16], [19–21], поэтому функ&
ция  (показана прерывистой ли&
нией на pис. 5) мало меняется на толщине фронта
N&волны, что позволяет считать значения этой
функции постоянными в интервалах интегрирова&
ния от 0 до tm ≈ 2.6T0δ и от T0 – tm до T0 и равными

 и  –  соответственно.

1 0 02 cosc T δ θ

*L *2 mπ

ch

ch

1 2
0 0 0

0

1 2
0 0 0 0

0 0

{ 2 ( ) [ ( )]} ,

0 2,

{ 2 ( ) [( ) ( )]} ,

2

m

m

df dt T T t T f

t T

df dt T T t T T f

T t T

− −

− −

= − + δ δ

≤ <

= − + δ − δ

≤ ≤

'1 1( ( ))a t R c tε − −

1 1( ( ))a t R cε − ( (a tε 1 1 0))R c T−

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0

–0.2

–0.4

–0.6

6543210

–0.8

–1.0

tm T0

p'
(r

0,
 t)

/p
' m

t, c

Рис. 3. N&волна, падающая на неоднородный слой
стратопаузы.
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Рис. 4. Одна из модельных реализаций эффективного
показателя преломления ε(z) в неоднородном слое
стратосферы толщиной H = 8.2 км при θ0 = 70° и c1 =
= 330 м/c, a = 483 м/c. Среднеквадратичное значение
флуктуаций эффективной скорости звука составляет
3 м/c.
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Тогда интеграл (22) можно приближенно записать
в виде

(25)

где первый интеграл в (25) равен –2. Вычисление
(25) для выбранного вертикального профиля
флуктуаций на pис. 4. приводит к отраженному
сигналу I0(t), показанному на pис. 6. Сигнал в точ&
ке приема начинается с момента времени t0 =
=  и длится в течение промежутка времени 

(26)

равного cумме интервала времени T0 между мо&
ментами вступления в неоднородный слой перед&
него и заднего фронтов N&волны и времени рас&
пространения следа фронта сигнала вдоль верти&
кали от нижней границы неоднородного слоя до
верхней и обратно (второе слагаемое в (26)). Не&
прерывное отражение сигнала от слоистых неод&
нородностей слоя происходит в течение всего
времени ΔT нахождения сигнала внутри слоя.

Вертикальные масштабы слоистых неодно&
родностей температуры и скорости ветра растут с
высотой над поверхностью земли [1, 21]. Одна из
возможных модельных реализаций флуктуаций
эффективного показателя преломления в слое
верхней атмосферы (90–125) км, рассчитанная из

[ ]
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мгновенных вертикальных профилей флуктуа&
ций температуры и скорости ветра, полученных в
[21], показана на pис. 7. В этом слое среднеквад&
ратичное значение скорости звука равно 14 м/c.
Для этой реализации расчет отраженного сигнала
при падении на слой N&сигнала длительностью
T0 = 11 с и толщиной фронта T0δ = 0.11 с под углом
θ0 = 60° (a = 500 м/c) дает форму сигнала, показан&
ную на pис. 8. Эта форма хорошо согласуется с фор&
мой термосферных приходов, регистрируемых от
вулкана в области акустической тени [1].

4. ЧАСТОТНЫЙ СПЕКТР
ОТРАЖЕННОГО СИГНАЛА

Рассмотрим теперь интенсивность отражен&
ного сигнала в случае, когда флуктуации эффек&
тивного показателя преломления ε(z) являются
случайным и локально однородным по z процес&
сом с характерным вертикальным радиусом кор&
реляции, малым по сравнению с тощиной слоя
H0. Для такого процесса корреляционная функ&
ция  =  где угловые скобки
означают статистическое усреднение по случай&
ным реализациям ε(z), зависит только от разно&
сти вертикальных координат двух произвольных
точек, взятых на горизонтах z' и z'', а соответству&
ющие ε(z) спектральные амплитуды являются
дельта&коррелированным по kz процессом:

 =  где  =

=  – спектральная плот&

ность ε(z).
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Рис. 5. Поведение во времени подынтегральных
функций в (22),  (сплошная линия) и  –

–  (штрихпунктирная линия), характеризу&
ющих соответственно производную от формы N&вол&
ны и вертикальный профиль флуктуаций эффектив&
ного показателя преломления.

' '( )df t dt ( (a tε

'1 1 ))R c t−

Рис. 6. Форма отраженного сигнала I0(t) от неодно&
родного слоя стратосферы с профилем эффективного
показателя преломления, показаны на рис. 4.



ИЗВЕСТИЯ РАН. ФИЗИКА АТМОСФЕРЫ И ОКЕАНА  том 49  № 3  2013

ОБ ОТРАЖЕНИЯХ АКУСТИЧЕСКОЙ N&ВОЛНЫ 293

Дельта&коррелированным по частоте является
и коэффициент отражения 

(27)

В этом случае интенсивность I =  отра&
женного сигнала (20) с учетом (27) можно пред&
ставить в виде

(28)

где величина

(29)

выражена через одностороннюю спектральную
плотность  флуктуаций ε(z):  = 
при kz ≥ 0 и  = 0 при kz < 0.

Заметим, что спектральная плотность 
будучи зависимой от спектральных плотностей
относительных флуктуаций температуры 
(или скорости звука) и проекции скорости ветра
Δu на направление источник–приемник 

спадает как  при больших kz [1, 7, 8]. При углах
падения 70° ≤ θ0 < 90° превалирующий вклад в от&
носительные флуктуации ε(z) вносит первое сла&
гаемое в (П.3):

(30)
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Кроме этого, важно заметить, что вариации
ветровых флуктуаций в (30) почти на порядок
превышают вариации относительных темпера&
турных флуктуаций, как показано в Приложении,
поэтому приближенно можно записать.

(31)

где  – односторонний спектр пульсаций

проекции скорости ветра u, m* =  – харак&
терное вертикальное волновое число спектра, вы&
ше которого формируется спектральный хвост
(31), σ – среднеквадратичные пульсации скорости
ветра, вызванные ВГВ, N – частота Брента–Вяй&
сяля, а β – численный коэффициент, лежащий в
интервале значений 0.1–0.3 [1, 7]. Для высот стра&
топаузы характерный вертикальный масштаб
флуктуаций  =  составляет от 1 до несколь&
ких км, поэтому, взяв ∼ 1 км, получим, что на ча&
стотах f   ∼ 0.5 Гц, входящий в формулу

(29) спектр  градиента  убывает с
ростом частоты как ω–1. В то же время на высоких
частотах квадрат амплитудного временно<го спек&
тра N&волны с малой толщиной фронта (δ → 0)

равен  ≈  при   1 и

убывает как ω–2, поэтому согласно (29) и (31)
спектральную плотность отраженной волны мож&
но представить в виде

 (32)
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Рис. 7. Модельные флуктуации эффективного по&
казателя преломления в слое верхней атмосферы
(90–125) км.

Рис. 8. Отраженный сигнал при падении N&волны
длительностью T0 = 11 с и толщиной фронта T0δ =
= 0.11 с под углом θ0 = 60° (a = 500 м/c) на слой верх&
ней атмосферы с вертикальным профилем эффектив&
ного показателя преломления, показаны на рис. 7.
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Очевидно, что огибающая  убывает как ω–3 с
ростом частоты (pис. 9). 

Это связано с тем, что спектр N&волны и вер&
тикальный спектр флуктуаций ε(z), вызванных
тонкой структурой, приобретают универсальные
асимптотические формы при больших частотах,
что, в свою очередь, вызвано влиянием нелиней&
ных эффектов на формирование этих спектров. 

Интересно сравнить полученную закономер&
ность спадания частотных спектров приходов
сигнала с экспериментальными данными. На
pис. 10 показаны спектральные плотности аку&
стических сигналов от вулканов, принимаемых в
разное время на расстояниях в несколько сотен
километров (верхние кривые) [23]. Спады наблю&
даемых высокочастотных спектральных хвостов
аппроксимируются прямыми тонкими линиями,
а полученный здесь теоретический закон спада&
ния спектральной плотности отраженного сигна&
ла (32) – толстыми линиями со степенным накло&
ном –3. На том же рисунке для сравнения показа&
ны кривые спектральной плотности шумового
фона, регистрируемого приемниками в периоды
отсутствия сигнала от вулкана (нижние кривые).
Как видно из pис. 10, в каждом из трех регистри&
руемых сигналов присутствует высокочастотный
спектральный хвост с определенным степенным
законом спадания с ростом частоты. В случае на
pис. 10а этот спад более медленный, а на pис. 10г –
более быстрый, чем при законе ω–3. Тем не менее
средний по трем случаям спад наблюдаемого спек&

( )I ω� трального хвоста близок к универсальному закону
ω–3, который следует одновременно из универ&
сальности формы N&волны, приобретаемой аку&
стическим сигналом при его нелинейном распро&
странении в верхние слои атмосферы, и из уни&
версальности самого вертикального спектра
флуктуаций скорости ветра и температуры в атмо&
сфере. Последняя, так же как и в случае N&волны,
связана с нелинейностью уравнений гидродина&
мики, которая и формирует эти флуктуации [1]. 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследованы характеристики (форма,
длительность, частотный спектр, интенсивность)
отраженного акустического сигнала от слоистых
неоднородностей стратопаузы и нижней термо&
сферы с учетом нелинейной трансформации на&
чального импульса, излученного наземным то&
чечным взрывным источником, в N&волну на вы&
сотах слоя отражения. Зависимость параметров
N&волны от высоты над земной поверхностью по&
лучена с помощью решения модифицированного
уравнения Бюргерса, учитывающего одновре&
менно влияние сферической расходимости, не&
линейных эффектов и диссипации N&волны на
ее ударном фронте. Оценки пиковой амплитуды
N&волны, ее длительности и ширины ударного
фронта на высотах нижней термосферы (100–120 км)
для типичного импульса с амплитудой 800–1000 Па
на расстоянии 1 км от источника показывают, что
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Рис. 9. Спектральная плотность отраженной волны. Пунктирная прямая линия описывает закон спадания спектраль&
ной плотности с ростом частоты.
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ударный фронт остается тонким по отношению к
длительности N&волны и по ширине составляет
не более 1% от нее. Растущее с высотой накопле&
ние нелинейных эффектов из&за уменьшения
плотности атмосферы приводит к росту амплитуд
высокочастотных составляющих в частотном
спектре сигнала, несмотря на быстрый рост зату&
хания этих составляющих из&за роста коэффици&
ента поглощения звука с высотой и “размывание”
ударного фронта N&волны.

При падении сферической N&волны на атмо&
сферный слой с вертикальными флуктуациями
скорости звука и скорости ветра отраженный сиг&
нал представляет из себя длительный (по сравне&
нию с длительностью N&волны) цуг волн. Его
спектральная амплитуда на текущей частоте опре&
деляется произведением вертикального спектра

флуктуаций градиента эффективного показателя
преломления, взятом на удвоенном вертикальном
волновом числе акустической волны той же часто&
ты, и соответствующей спектральной амплитуды
падающей N&волны. Предсказываемые теорией
формы отраженных сигналов от моделируемых
слоистых неоднородностей на высотах стратопау&
зы и нижней термосферы хорошо согласуются с
типичными наблюдаемыми формами стратосфер&
ных и термосферных приходов от наземных взры&
вов и вулканов в области акустической тени. По&
лученная аналитическая связь между параметра&
ми отраженного сигнала и тонкой структуры
атмосферы указывает на возможность акустиче&
ского зондирования этой структуры с помощью
взрывных источников.
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Рис. 10. Спектральные мощности фоновых акустических шумов в атмосфере (нижние кривые в диапазоне частот
0.01–1 Гц, полученные для реализаций длительностью в 300 с) и акустического давления в регистрируемых акустиче&
ских сигналах от взрывов вулканов (верхние кривые). а – Вулкан Безымянный, 16 декабря 2009 г. б – Вулкан Безымян&
ный, 31 мая 2010 г. в – Вулкан Кизимен, 31 декабря 2010 г. Толстые прямые линии соответствуют полученному теоре&
тическому закону спадания ω–3 спектра N&волны (23), отраженной от тонкой структуры полей скорости ветра и тем&
пературы в атмосфере.
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В случае статистически однородных по z и ста&
ционарных по времени вертикальных флуктуа&
ций скорости ветра и температуры в спектре аку&
стического поля отраженного сигнала генерирует&
ся высокочастотный хвост с вполне определенным
законом спадания (степень –3) с ростом частоты.
Подобные спектральные хвосты обнаруживаются
и в регистрируемых приходах сигналов от вулка&
нов, как показывают предварительные результа&
ты сравнения расчетных и экспериментальных
спектров сигналов. Природа этого хвоста в конеч&
ном итоге связана с нелинейностью уравнений
гидродинамики, ответственной как за формиро&
вание акустической N&волны, так и за формиро&
вание самих анизотропных неоднородностей ат&
мосферы.

Работа выполнена при поддержке РФФИ
(проекты №№ 11&05&00890, 09&05&00817, 08&05&
00445, 09&05&00921, 07&05&00597).

ПРИЛОЖЕНИЕ

ФЛУKТУАЦИИ ЭФФЕКТИВНОГО 
ПОКАЗАТЕЛЯ ПРЕЛОМЛЕНИЯ

Относительные флуктуации ε(z) = 

эффективного показателя преломления  =

=  вызваны относительны&

ми флуктуациями скорости звука  (или
температуры), флуктуациями проекции скорости
ветра  на направление горизонтального
волнового вектора ξ, где Δu(z) =  и плот&
ности атмосферы 

Учитывая, что ξ =  где K1 =

=  – волновое число падающей
волны в нижней среде (z < 0), движущейся с по&
стоянной скоростью ветра v = const, u1 – проек&
ция v1 на направление ξ, k0 =  входящие в вы&
ражение для ε(z) величины можно выразить в сле&
дующем виде

(П.1)

В разделе 3 мы рассматриваем частный случай
u1 = 0, когда движущимся является только неод&
нородный слой, на который падает акустическая
волна.

Считая указанные выше относительные флук&
туации малыми по сравнению с cos2θ, где θ – угол
падения волны, не очень близкий к π/2, выражение 

(П.2)

( )2 2
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( ) ln 4 ln 2 ln
n k

z
n k

β − ξ β ρ
ε = + +

β ρβ − ξ

можно разложить по относительным флуктуаци&
ям   и  с точностью до чле&
нов первого порядка малости, считая их всех вели&
чинами одного порядка малости с M =   1: 

(П.3)

При приближении θ к π/2 последними двумя чле&
нами в (П.3) можно пренебречь. Однако так как
мы рассматриваем отражение акустической вол&
ны при не очень близких к π/2 углах падения θ, то
в общем случае в (П.3) надо удерживать все слага&
емые.

Если предположить, что пульсации скорости
звука (или абсолютной температуры T), скорости
ветра и плотности вызваны ВГВ малой амплиту&
ды, то в линейном приближении эти пульсации
связаны со смещениями частиц среды следующи&
ми соотношениями 

(П.4)

где sx и sz – горизонтальная и вертикальная ком&
поненты смещений частиц среды соответствен&
но. Для случайного стационарного поля смеще&
ний средняя потенциальная и кинетическая
энергии поля ВГВ в единице массы среды равны

друг другу,  =  + 
поэтому отношение среднеквадратичных значе&
ний пульсаций скорости звука и скорости ветра
равно

(П.5)

Взяв типичные для стратосферы значения: c1 =
= 330 м/с, N1 = 0.02 рад/c, g = 9.8 м/с2, получим,
что отношение (П.5) составляет величину поряд&
ка 0.2. Это говорит о том, что ветровые пульса&
ции, вызванные ВГВ, вносят наиболее весомый
вклад в средний квадрат пульсаций показателя
преломления (П.3).
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On Acoustic N�Wave Reflections from Atmospheric Stratified 
Inhomogeneities
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Abstract—The nonlinear propagation of acoustic pulses from a point source of an explosive character (surface
explosion or volcano) throughout the atmosphere with stratified wind�velocity and temperature inhomogeneities
is studied. The nonlinear distortions of acoustic pulse and its transformation into an N�wave during its propagation
to the upper atmosphere are analyzed in the context of a modified Burgers’ equation which takes into account a
geometric ray�tube divergence simultaneously with an increase in both nonlinear and dissipative effects with height
due to a decrease in atmospheric density. The problem of reflection of a spherical N�wave from an atmospheric
inhomogeneous layer with model vertical wind�velocity and temperature fluctuations having a vertical spectrum
that is close to that observed within the middle atmosphere is considered. The relation between the parameters
(form, length, frequency spectrum, and strength) of signals reflected from an atmospheric inhomogeneous layer
and the parameters of the atmospheric fine layered structure at reflection heights is analyzed. The theoretically pre�
dicted forms of signals reflected from stratified inhomogeneities within the stratosphere and the lower thermo�
sphere are compared to the observed typical forms of both stratospheric and thermospheric arrivals from surface
explosions and volcanoes in the zones of an acoustic shadow.

Keywords: stratified inhomogeneities, N�wave, stratopause, lower thermosphere, spectral tail.
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