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Определение поля проницаемости пласта по замерам 
давления на скважинах с использованием сплайн-функции

А.В. Елесин*, А.Ш. Кадырова, А.И. Никифоров
Институт механики и машиностроения ФИЦ КазНЦ РАН, Казань, Россия

Рассматривается задача идентификации проницаемости пласта по известным значениям давления на сква-
жинах в условиях однофазной фильтрации жидкости. Поле проницаемости идентифицируется в классе сплайн-
функций из решения обратной коэффициентной задачи для уравнения фильтрации. Задача идентификации 
сводится к задаче минимизации функции невязки, имеющий вид суммы квадратов разности между значениями 
давления, известными по замерам на скважинах и полученными с помощью численной модели. Минимизации 
функции невязки проводится методом Левенберга-Марквардта. Приводятся решения модельных задач иденти-
фикации проницаемости для двухмерного пласта, вскрытого системой добывающих и нагнетательных скважин. 
Вычисленные поля проницаемости близки к истинным полям. На примере задачи с погрешностями в замерах 
давления показана устойчивость решения.
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Введение
При решении задач однофазной фильтрации жидкости 

должно быть известно поле проницаемости пласта. На 
практике проницаемость обычно определяется только в 
отдельных точках пласта гидродинамическими методами 
или по результатам исследований кернов. В данной работе 
поле проницаемости идентифицируется в классе сплайн-
функций из решения обратной коэффициентной задачи 
для уравнения фильтрации. Методы решения обратных 
коэффициентных задач делятся на явные и неявные (Sun, 
1994). В явных методах значения параметров определяют-
ся из решения нелинейной системы уравнений (Голубев и 
др., 1978; Зиновьев, 1984). В этом случае поле давления 
должно быть известно. Если значения давления известны 
только на скважинах, то значения параметров определя-
ются только в прискважинных областях. В неявных ме-
тодах для определения значений параметров всего пласта 
строятся итерационные процедуры, в которых использу-
ются значения давления только на скважинах (Neuman, 
Carrera, 1986; Хайруллин и др., 2006; Елесин и др., 2009; 
Хайруллин и др., 2017). В отличие от предлагаемого под-
хода в этих работах параметры пласта представляются в 
виде кусочно-постоянных функций. 

Использование сплайн-функций является одним из 
методов параметризации (Sun, 1994), и при этом для по-
лучаемого поля проницаемости, в большинстве случаев, 
не требуется дальнейшая обработка и корректировка и 
оно легко и однозначно может быть пересчитано на лю-
бую сетку. Для решения обратных задач помимо данных, 
необходимых для решения прямой гидродинамической 

задачи, используется дополнительная информация. В 
настоящей работе в качестве такой информации берутся 
забойные давления, которые известны наряду с дебитами 
скважин. Значения дебита используются при решении 
прямой задачи для определения поля давления. Известные 
значения давления на скважинах входят в функцию не-
вязки, в процессе минимизации которой определяется 
поле проницаемости пласта. Для минимизации функции 
невязки используется классический метод Левенберга-
Марквардта. Исследуется устойчивость решения к по-
грешностям в замерах давления.

Постановка задачи
Однофазная стационарная фильтрация в двухмерном 

пласте W описывается уравнением (Азиз, Сеттари, 1982; 
Басниев и др., 1986):

, 	 (1)

где s = kh/µ – коэффициент гидропроводности, k – про-
ницаемость, h – толщина пласта, µ – вязкость жидкости, 

p – давление, , Qi, (xi, yi) – дебит и коор-

динаты i-ой скважины, M – число скважин, s(xi, yi) – дель-
та-функция. Для уравнения (1) задаются граничные 
условия:

	
(2)

где Г1+Г2=Г – граница пласта W,  – вектор нормали к 
границе пласта, w – нормальная составляющая скорости 
фильтрации.

Уравнение (1) с граничными условиями (2) решается 
численно. Для аппроксимации по пространственным 
переменным используется метод контрольных объёмов 
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на прямоугольной сетке. Полученная система линейных 
алгебраических уравнений решается методом сопряжен-
ных градиентов с предобусловливанием в виде неполного 
разложения Холецкого (Голуб, Ван Лоун, 1999; Hill, 1990; 
Larabi, De Smedt, 1994).

Определение поля давления из решения (1)-(2) яв-
ляется прямой задачей. Обратная задача заключается в 
определении значений проницаемости во всех контроль-
ных объемах по известным в отдельных точках значе-
ниям давления. Для получения единственного решения 
обратной задачи необходимо, чтобы число идентифи-
цируемых параметров не превышало число известных 
значений давления. Так как при решении практических 
задач число контрольных объемов, покрывающих рас-
четную область (пласт W), намного больше числа из-
вестных значений давления, то для уменьшения числа 
идентифицируемых параметров обычно используются 
два подхода. В первом подходе расчетная область раз-
бивается на зоны, каждая из которых характеризуется 
постоянным значением проницаемости. Во втором под-
ходе используются различные варианты интерполяции. 
Сначала определяются значения проницаемости в узлах 
интерполяции, а остальные значения получаются ин-
терполированием по всей расчетной области. В данной 
работе в отличие от второго подхода в ходе решения 
обратной задачи непосредственно восстанавливается 
поле проницаемости в виде сплайн-функции (Ашкеназы, 
2003; Harder, Desmarais, 1972), число определяющих 
параметров которой соответствует количеству скважин 
с известным забойным давлением.

Интерполяция сплайн-функцией
Допустим, что в точках Pi(xi,yi), i=1,n, двумерной об-

ласти известны значения некоторой величины ai. Задача 
интерполяции состоит в том, чтобы построить сплайн-
функцию φ(x,y) (сплайн-поверхность), определённую на 
всей области так, чтобы её значения в точках Pi совпали 
со значениями ai. Точки Pi называются узлами интер-
поляции. Интерполяция сплайн-поверхностью имеет 
простой механический смысл. Сплайн-поверхность 
есть модель упругой тонкой пластинки, изогнутой под 
воздействием внешних сил, приложенных в точках Pi. 
Нахождение такой сплайн-поверхности сводится к ре-
шению вариационной задачи о нахождении минимума 
свободной энергии тонкой пластинки. Уравнение сплайн-
поверхности имеет вид:

, 	 (3)

где . Для определения коэффициен-
тов ci, i=1,n+3, сплайн-функции φ(x,y) необходимо решить 
систему уравнений:

φ(xi,yi)=a, i=q,n,

Для n>3 решение этой системы существует, причем 
решение является единственным, если среди точек (xi,yi), 
i=1,N, имеются хотя бы три точки, не лежащие на одной 
прямой (Ашкеназы, 2003).

Метод решения обратной задачи
Часто используемым методом решения обратных 

коэффициентных задач является сведение их к задачам 
минимизации функции невязки (Sun, 1994). В данной 
работе функция невязки строится по известным значениям 
давления и имеет вид: 

,	 (4)

где K – управляющий вектор, аргументы которого 

 

, ki – значения проницаемости в узлах интерпо-
ляции сплайн-функции, pj , pj

* – значения давления, полу-
ченные в результате решения уравнения (1), и известные 
по замерам на скважинах, M – число известных значений 
давления. 

Процесс минимизации проводится в два этапа. На 
первом этапе проницаемость всего пласта считается по-
стоянной и определяется в процессе минимизации функ-
ции невязки градиентным методом (Пантелеев, Летова, 
2005). На каждой итерации градиентного метода пересчет 
проницаемости проводится по формуле:

,
где g – градиент функции невязки, шаг r определяется 
методом золотого сечения. Полученное значение про-
ницаемости далее используется в качестве начального 
значения. На втором этапе значения проницаемости в 
узлах интерполяции определяются в процессе миними-
зации функции невязки методом Левенберга-Марквардта 
(Азиз, Сеттари, 1982; Дэннис, Шнабель, 1988; Пантелеев, 
Летова, 2005). Новые значения параметров на каждой 
итерации метода Левенберга-Марквардта вычисляются 
по формуле:

,

где E – единичная матрица, H=ATA – приближённая 

матрица вторых производных, 

 

– матрица 

чувствительности, mn – параметр Марквардта, n – номер 
итерации. Начальное значение параметра Марквардта вы-
бирается на порядок больше максимального сингулярного 
числа матрицы H. В случае уменьшения функции невязки 
на текущей итерации J(Kn) < J(Kn-1) параметр Марквардта 
уменьшается в два раза, в случае нарушения условия 
убывания параметр Марквардта увеличивается в два 
раза до тех пор, пока это условие не выполнится. Затем 
осуществляется переход на новую итерацию. Элементы 
матрицы чувствительности вычисляются численно.

Остановка процесса минимизации функции невязки 
проводилась по выполнению одного из двух критериев: 
достижение заданной точности по замерам давления 

 или медленная сходимость процесса 

минимизации J 
n – J 

n+1 < 0,01J 
n в течение 3 итераций.

Модельные задачи
В модельных задачах всегда известно точное решение. 

Это позволяет проводить тестирование методов решения 
и оценивать достаточность исходных данных для получе-
ния точного решения. Модельные задачи идентификации 
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проницаемости пласта строятся следующим образом. 
Сначала выбираются точки пласта (узлы интерполяции), 
в которых задаются значения проницаемости. По этим 
значениям строится сплайн-функция (3), и вычисляется 
поле проницаемости всего пласта, которое и принимается 
за истинное поле проницаемости. Затем из решения урав-
нения (1) с использованием формулы Писмана (Peaceman, 
1978) определяются значения давления на скважинах. 
После этого считается, что значения проницаемости не-
известны, и требуется их определить в процессе мини-
мизации функции невязки (4) по известным значениям 
давления на скважинах. 

Модельная задача 1
Рассматривается прямоугольный пласт размерами 

2000 м × 2000 м мощностью 10 м, вскрытый 5 нагнета-
тельными и 20 добывающими скважинами. Радиус сква-
жин 0,1 м. На границе пласта задано давление 20 МПа. 
Вязкость жидкости 10 мПа·с. Координаты скважин, их де-
биты и заданные значения проницаемости ktr приведены в 
табл. 1. Координаты узлов интерполяции сплайн-функции 
совпадают с координатами скважин (Рис. 1). Для аппрок-
симации уравнения фильтрации (1) по пространственным 
переменным пласт покрывается квадратной сеткой с 
шагом 40 м (2500 контрольных объемов). 

Для исследования устойчивости решения в замеры 
давления вносились генерируемые случайным образом 
погрешности εi. Результаты решения модельной задачи 
без погрешности и с погрешностями в замерах давления 
приведены в табл. 1. Решение k1 получено без погреш-
ности в замерах давления (εi=0 МПа), решения k2, k3, k4 

получены в задачах с погрешностями в замерах давления 
|εi|<0,1 МПа, |εi|<0,01 МПа, |εi|<0,001 МПа, соответственно. 
При решении задач как с погрешностью, так и без погреш-
ности в замерах давления достигнута заданная точность 
d=0,01 МПа. Вычисленные значения проницаемости без 
погрешности в замерах давления близки к истинным 
(Рис.  2). Из приведенных результатов решения задач с 
погрешностями в замерах давления видно, что с умень-
шением погрешности значения параметров приближаются 
к истинным значениям. Отметим, что максимальные от-
носительные отклонения в модельной задаче 1 наблюда-
ются в узлах интерполяции с максимальными значениями 
проницаемости. Это объясняется тем, что при одинаковых 
значениях дебита значение забойного давления на сква-
жине более чувствительно к изменению проницаемости 
при её малых значениях, что хорошо видно из формулы 
Писмана. Поэтому для достижения заданной точности по 
давлению малые значения проницаемости должны быть 
ближе к истинным по сравнению с большими значениями 
проницаемости.

Модельная задача 2
В первой модельной задаче истинное и вычисляемое 

поля проницаемости определялись по одним и тем же 
узлам интерполяции сплайн-функции. Вторая модель-
ная задача отличается от первой тем, что истинное поле 
проницаемости строилось по узлам интерполяции, рас-
положенным в узлах квадратной сетки с шагом 1000 м 
(9 узлов). Координаты узлов интерполяции при решении 
обратной задачи совпадали с координатами скважин. 
Истинные и полученные в результате решения второй 

Таблица 1. Значения дебита и проницаемости (истинные и вычисленные) на скважинах (модельная задача 1)

№ x, м y, м Q(*), 
м3/сут 

Проницаемость, мкм2 
ktr k1 k2 k3 k4 

1 300 300 40 0,1 0,100 0,099 0,100 0,100 
2 740 140 35 5 4,819 18,809 5,160 4,851 
3 1060 140 35 2 2,007 2,805 2,069 2,013 
4 1340 340 -100 0,6 0,600 0,581 0,598 0,600 
5 1620 180 45 4 3,978 7,966 4,176 3,997 
6 620 740 -150 0,75 0,750 0,725 0,747 0,750 
7 1020 540 60 0,8 0,801 0,814 0,803 0,801 
8 1420 660 50 2,4 2,405 2,665 2,433 2,407 
9 1860 740 30 2,8 2,791 4,718 2,908 2,802 
10 300 900 60 3 3,004 3,962 3,080 3,012 
11 500 1140 70 0,9 0,900 0,943 0,904 0,901 
12 940 1060 80 3,4 3,405 4,049 3,463 3,411 
13 1220 820 40 1,2 1,201 1,295 1,211 1,202 
14 1460 1140 -100 3 2,997 2,719 2,965 2,994 
15 1900 1020 40 0,88 0,880 0,986 0,890 0,881 
16 340 1460 50 5 5,028 6,993 5,190 5,043 
17 740 1540 -100 2,1 2,097 1,920 2,076 2,095 
18 1140 1300 60 2,4 2,403 2,636 2,427 2,406 
19 1420 1420 80 0,4 0,400 0,407 0,401 0,400 
20 1780 1540 -150 2 2,000 1,868 1,985 1,998 
21 220 1820 30 5 4,709 23,095 5,056 4,742 
22 700 1860 40 1,7 1,705 2,043 1,736 1,708 
23 1140 1660 45 0,2 0,200 0,202 0,200 0,200 
24 1300 1860 50 0,5 0,500 0,525 0,502 0,500 
25 1820 1820 40 0,1 0,100 0,101 0,100 0,100 
(*) Q<0 нагнетательные скважины, Q>0 добывающие скважины. 
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модельной задачи значения проницаемости на скважинах 
без погрешности в замерах давления приведены в табл. 2. 

Соответствующие поля проницаемости показаны на 
рис. 3, 4. При решении задачи достигнута заданная точ-
ность d=0,01 МПа по замерам давления на скважинах. 
Вычисленное поле проницаемости близко к истинному 
полю.

Рис. 1. Добывающие (●) и нагнетательные (×) скважины 
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Рис. 2. Вычисленное поле проницаемости (модельная задача 1 
без погрешности в замерах давления)
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Рис. 3. Истинное поле проницаемости (модельная задача 2) Рис. 4. Вычисленное поле проницаемости (модельная задача 2)
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Таблица 2. Значения проницаемости (истинные и вычисленные) на скважинах, мкм2 (модельная задача 2)

№ ktr k № ktr k № ktr k
1 0,342 0,340 10 0,408 0,408 19 0,415 0,414
2 0,397 0,397 11 0,441 0,441 20 0,381 0,381
3 0,417 0,416 12 0,499 0,498 21 0,313 0,314
4 0,404 0,404 13 0,456 0,454 22 0,368 0,367
5 0,351 0,351 14 0,402 0,402 23 0,421 0,420
6 0,460 0,460 15 0,296 0,296 24 0,413 0,413
7 0,462 0,461 16 0,377 0,377 25 0,422 0,422
8 0,401 0,401 17 0,418 0,419    
9 0,300 0,302 18 0,458 0,457    

Заключение
Решены модельные задачи идентификации про-

ницаемости двухмерного пласта, вскрытого системой 
добывающих и нагнетательных скважин, по замерам 
давления на скважинах в условиях стационарной одно-
фазной фильтрации жидкости. Поле проницаемости 
аппроксимировалось сплайн-функцией, построенной 
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Abstract. The problem of reservoir permeability 
identification based on known well pressures under 
conditions of single-phase fluid filtration is considered 
in the article. The permeability field is identified in the 
spline function class from the solution of the inverse 
coefficient problem for the filtration equation. The problem 
of identification is reduced to the problem of minimizing 
the residual function, having the form of a sum of squares 
of the difference between the pressure values known from 
measurements at the wells and obtained with the help of a 
numerical model. Minimization of the residual function is 
carried out by the Levenberg-Marquardt method. 

The solutions of model problems of permeability 

identification for a two-dimensional reservoir, penetrated by 
a system of production and injection wells, are presented. The 
calculated permeability fields are close to the true fields. The 
example of a problem with errors in pressure measurements 
shows the stability of the solution.

Keywords: permeability identification, spline function, 
residual function
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In English

по значениям на скважинах. Неизвестные значения 
проницаемости на скважинах определялись в процессе 
минимизации функции невязки с использованием метода 
Левенберга-Марквардта. При решении модельных задач 
без погрешностей в замерах давления вычисленные поля 
проницаемости практически совпадают с заданными 
полями. Для задачи с погрешностями в замерах давления 
показана устойчивость полученного решения.
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