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В статье рассматривается химически инертная упруго-деформируемая горная порода, 

учитывающая только изменения напряжения и порового давления: химия пористой жидко-
сти не оказывает прямого влияния на деформацию [1]. Учет химических эффектов влияет на 
изменение порового давления и деформации горных пород. Данная теория применена для 
математического моделирования переноса растворителя и растворенного вещества через по-
лупроницаемый глинистый сланец. 
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ly changes in the stress and the pore pressure: the chemistry of a porous fluid does not directly af-
fect deformation [1]. In such a situation, chemical effects affect a change in the pore pressure and in 
the rock deformation. This theory has been applied for mathematical modeling of the solvent and 
solute transport through a semi-permeable shale. 

 
Key words: porous medium, saturated liquid, elastic parameters, stress tensor, partial density, 

Darcy's law, chemical potential. 



164 

Введение 
 
В сланцах может происходить катионный обмен между глинистыми поверх-

ностями и участвующей поровой жидкостью. Другие растворенные вещества так-
же могут адсорбироваться или десорбироваться на стенках пор. Этими эффектами 
можно пренебречь [2]. Полученный в результате анализ переноса  справедлив 
лишь для молекул, которые не склонны адсорбировать, или для молекул, количе-
ство которых уже достаточно в порах, так что равновесие между породой и поро-
вой жидкостью не нарушается. Примером может служить перенос натрия через 
глину, которая имеет только натриевые противоионы. Пренебрежение адсорбци-
ей/десорбцией и непосредственными химическими эффектами в теории пороуп-
ругости, напряжение-деформация приводит к упрощению основных уравнений. 

Рассмотрим пористую жидкость, следуя из [2], состоящую из одного неза-
ряженного растворенного вещества с мольной фракцией sx в растворителе (во-
де) с мольной фракцией 1w sx x  . Раствор считается идеальным. Химические 

потенциалы растворенного вещества s и растворителя w  имеют вид 

lns s
spV RT x   ,              lnw w

wpV RT x   , 

где p  – давление, R  – газовая постоянная и T  – температура, а также sV , wV  – 

 соответствующее парциальные молярные объемы растворенного вещества  
и растворителя. Молярный объем раствора (при атмосферном давлении) равен 

(1 )s s
soln w sV x V x V   . 

Предположим, так же как [2] что объемный модуль K  раствора не зависит 
от sx , и ограничимся изотермическим случаем при постоянной температуре. 

 
Перенос через мембрану 

 
Рассмотрим два раствора, разделенных мембраной. Обозначим давления 

на сторонах 1 и 2 мембраны 1p и 2p ; мольные доли  1
sx , 2

sx  [2]. Уравнения пере-

носа для потоков wf , sf  воды и растворенного вещества от стороны 1 на сторо-

ну 2 на единицу площади мембраны можно записать в виде [3]: 

w s
w ww wsf L L    ,        w s

s sw ssf L L    , 

где 1 2     – скачки химического потенциала и sw wsL L  по принципу Он-

загера [4]. Следовательно, эти потоки могут быть записаны в следующем виде 

   ln lnw s
w w ww s ws ww wsf V L V L p RT L x L x       , 

   ln lnw s
s w sw s ss sw ssf V L V L p RT L x L x       . 
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Предположим, что скачок мольной доли sx  через мембрану мал, далее по-
ложим 

0

ln
s

s
s
xx

x
  ,         

0

ln
1

s
w

s
xx
x

 


, 

где 0
sx  – некоторая средняя мольная доля. 

Вместо коэффициентов wwL , ssL  и  sw wsL L  мы будем использовать три 

коэффициента переноса ,  и  . Потоки  wf  и sf  имеют следующий вид 

   1
01 (1 )s s

w w sf x k p V RTk V D x         ,      0
s s

sf x k p D x      . 

Если 1  , то поток воды и растворенного вещества из-за разности давле-
ний p  контролируется коэффициентом гидравлического сопротивления k ,  
а поток каждого вида пропорционален мольной доле этого вида.   – коэффици-
ент пропускания. Поток соли из-за изменения концентрации контролируется 
коэффициентом диффузии ; это также модифицируется с помощью коэффи-
циента пропускания  . В пределе 0   справедливы соотношения 

 1
01 s w

w wf V x k   ,       0sf  , 

следовательно, поток воды зависит исключительно от разности w в химиче-
ском потенциале воды. 

Теперь рассмотрим систему, в которой объем 2V  резервуара на стороне 2 

мембраны удерживается фиксированным, так что любой перенос в этот резер-
вуар приведет к увеличению давления 2p . Предположим, что давление 1p  под-

держивается постоянным, и объем 1V  достаточно велик, так что любое измене-

ние концентрации растворенного вещества 1
sx незначительно. 

Как показано в [2], скорости изменения давления и мольной доли удовле-
творяют одномерной системе уравнений диффузии 

2 2

2 2

sp p xA H
t x x

   
  

,            
2 2

2 2

s spx xC E
t x x

  
  

,                     (1) 

где 

0 0

0

(1 )s s
e w sK k x V x V S

A
    


 ,       

0

(1 )eK k RT
H

 
 


, 

0 0

0

(1 )(1 )s s
solnx x V k

C
  

 


,             
0

0

(1 )s
soln soln

w

x RTk D V V
E

V

     


, 

0  – некоторая средняя пористость, S  – площадь мембраны. 
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Решение системы уравнений диффузии (1) имеют вид 

1
2 2

2 1 2 1 1 2 1
2 1

1( ) ( )
2

s sp p p p x x erf x k t
                 

 

1
1 2

1 2 2 1 2 2
2 1

1( ) ( )
2

s sp p x x erf x k t
                

, 

1
2

2 1 2 1 1 2 1
1 2

1 1( ) ( )
2

s s s sx x p p x x erf x k t
 

               
 

1
2

1 2 2 1 2 2
1 2

1 1( ) ( )
2

s sp p x x erf x k t
 

              
, 

где  erf x  – функция ошибки, при   0 0erf   и   1erf x   когда  x  , 

  1/22

1

4

2

E A E A HC

C

   
   ,   

  1/22

2

4

2

E A E A HC

C

   
  ,       (2) 

две скорости релаксации определяются 

  1/22
1 1

1 4
2

k A C E A E A HC         
 

,                            (3) 

  1/22
1 2

1 4
2

k A C E A E A HC         
 

.                           (4) 

 
Теория пороупругости 

 
Чтобы связать изменения деформации ije породы с изменениями приложен-

ного напряжения ij и изменениями химических потенциалов компонентов по-

ристой жидкости, воспользуемся модифицированной теории пороупругости. Если 
поровая жидкость содержит n  химических веществ с химическими потенциалами 

i  (i 1, ,n)   и с массой im  (на единицу объема пористого материала), то [1] 

,p p
ij ijkl kl ij

p
de S d Q d                                           (5) 

,p p pq q
ij ij

q
dm Q d B d                                          (6) 
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где  перекрестные коэффициенты r
ijQ  являются общими для (5) и (6) и rs srB B . 

Предположим, что изменение приложенного напряжения ijd  сжимает 

компоненты поровой жидкости пропорционально их молярным долям и, сле-

довательно, (6), p p
ijQ x . Из уравнения Гиббса-Дюмена следует, что 

ln
p p

ij so
p

Q d V dp   и только изменения порового давления требуется для (5). 

Предположим, что горная порода изотропна, с модулем сдвига G , параметром 
Скемптона B , и дренированными и недренированными коэффициентами Пуассо-
на  , u , соответственно. Тогда уравнение (5) принимает следующий вид [5–19]: 

3( )
2

1 (1 )(1 )
u

ij ij kk ij ij
u

Gde d d p
B

        
     

                        (7) 

Из уравнения равновесия [5] следует, что выполняется уравнение равновесие 

6( )
0

(1 )(1 )
u

kk
u

p
B

  
          .                                     (8) 

Химические потенциалы i  в (6) не могут быть сведены к простому поро-
вому давлению p . Тем не менее, в двухкомпонентной пористой жидкости 

удобно использовать давление p  и мольное фракции sx , а не химические по-

тенциалы s , w , соответственно. Таким образом, для некоторой константы   
имеют место: 

1

ln

3 ( )
3

2 (1 )(1 )V

s
s su

kk
u so s

x
dm d B dp dx

GB V
           

, 

1

ln

3(1 )( )
3

2 (1 )(1 )V

s
w su

kk
u so w

x
dm d B dp dx

GB V
            

. 

Если объем пор (на единицу объема) – 0 ,число молей растворителя и рас-

творенного вещества: 

0

ln

(1 )w s

so

m x
V


  ,       0

ln

s s

so

m x
V


  

и, следовательно, 

0
2

ln

w s

so

V V

V


  . 
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Следуя [2], далее предположим, что sx  меняется достаточно мало, и мы 
можем пренебречь изменениями коэффициентов в (2)-(4). После простых пре-
образований из законов сохранения получим систему уравнений диффузии: 

2 2 sA H x
t

    


,        2 2
s

sx C E x
t

    


,                        (9) 

где 

3
kk

p
B

    ,      
2 2

0 0
ln

2 (1 )(1 )
(1 )

9(1 )( )V
s su

s w
u u so

GB k
A V x V x

           
 , 

2 (1 )(1 )( 1)

3( )
u

u

GB RTk
H

     


 
,    0 0

ln

( 1) (1 )(1 )V (1 )

3(1 )(1 ) V

s s
u s w

u so

Bk V x x
C

      


    
, 

ln 0
ln

V (1 ) .
V

ss
so

so

V
E D RTkx      

 

 
Моделирование процесса набухание вокруг ствола скважины 

 
Применим теперь результаты предыдущего параграфа к двумерному ана-

лизу цилиндрического ствола скважины радиусом b, окруженного пористой по-
родой. Предположим, что поровое давление и мольная доля растворенного ве-

щества в породе изначально равнялась pи sx  соответственно. Напряжения на 

бесконечности – однородное, с компонентами zz zz
    и rr rr


     . По-

сле проведения бурения (в момент времени t = 0), граничные условия в стволе 
скважины принимают вид 

rr mudp p   ,       s s
mudx x  ,    при ,r b                           (10) 

где mudp  – давление бурового раствора в стволе скважины, и s
mudx  представля-

ет собой мольную долю растворенного вещества в буровом растворе. 
Далее следуя [20], [21] рассмотрим поведение горной породы на бесконеч-

ности как исходное состояние, и измерим все напряжения, давления и концен-
трации относительно тех, находящихся на бесконечности, так что граничные 
условия в скважине имеют вид [2]: 

w mudp p p p   ,      w
rr rr mud rrp       , 

s s s s
w mudx x x x   ,         при       r b .                                (11) 
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Ограниченное решение задачи (9)-(11) в частотной области принимает 
следующий вид: 

(1) (1)
1 0 1 2 0 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( )
ˆs B H q r B H q r
x

  


 
,      

(1 )(1 ) ˆˆ
3(1 )(1 )

u

u

B
p

  
 

  
, 

(1) (1)
2 1 0 1 1 2 0 2

2 1

( ) ( ) ( ) ( )ˆ B H q r B H q r   
 

 
, 

где (1) ( )kH   – функция Ханкеля. 

Радиальное напряжение компоненты тензора напряжений определяется 
как: 

2

2
2 1

( )
ˆ

(1 )(1 )( )
w u

rr rr
u

b
r

  
    

    
 

(1) (1) (1) (1)
1 1 1 1 1 2 1 2

2 1 1 22 2
1 21 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

H q r bH q b H q r bH q b
B B

q r q rq r q r

    
             
    

 , 

Тангенциальное напряжение определяется формулой 

2

2
ˆ w

rr
b
r

      

(1) (1)
(1)1 2 1 2

1 2 0 22
2 1 2 2

( ) ( )
( ) ( )

(1 )(1 )( )
u

u

H q r bH q b
B H q r

q r q r

   
               

 

(1) (1)
(1)1 1 1 1

2 1 0 12
1 1

( ) ( )
( ) ( )

H q r bH q b
B H q r

q r q r

 
     

 
 . 

Отсюда, девиаторный тензор напряжений вычисляется по формуле 

2

2
2ˆ ˆ w

rr rr
b
r

      

(1) (1)
(1)1 1 1 1

2 1 0 12
2 1 1 1

2 ( ) 2 ( )
( ) ( )

(1 )(1 )( )
u

u

H q r bH q b
B H q r

q r q r

   
               

 

(1) (1)
(1)1 2 1 2

1 2 0 22
2 2

2 ( ) 2 ( )
( ) ( )

H q r bH q b
B H q r

q r q r

 
     

 
. 



170 

Заключение 
 
Таким образом, рассмотрена химически инертная деформируемая горная 

порода, учитывающая только изменения напряжения и порового давления: хи-
мия пористой жидкости не оказывает прямого влияния на деформацию [1]. По-
казано, что изменения химических эффектов приводит к изменению порового 
давления и деформации горных пород. Рассматриваемая теория применена для 
математического моделирования переноса растворителя и растворенного веще-
ства через полупроницаемый глинистый сланец. 

 
Работа выполнена при поддержке РФФИ  (проект № 18-31-00120). 
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