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Общепризнана важная роль геодезических методов наблюдений в решении сложней-

шей задачи исследований геодинамических объектов различных масштабов. Геодезические 
данные и их последующий статистический анализ в совокупности с геофизическими наблю-
дениями позволяет выполнять математическое моделирование и идентификацию напряжен-
но-деформированного состояния геодинамических систем в аспекте прогноза природных  
и техногенных катастроф. Данные об изменении координат точек земной поверхности явля-
ются экспериментальной основой понимания деформационных полей и причин происходя-
щих в них изменений. Природные процессы преимущественно являются нелинейными. Не-
линейные процессы присутствуют при движениях тектонических блоков, и, в частности, при 
разнонаправленном движении соседних блоков, когда возникает опасность сейсмического 
события – землетрясения. Для исследования нелинейных процессов должна быть выбрана 
соответствующая математическая основа. Здесь описаны некоторые теоретические основы 
качественного исследования горизонтальных движений земной поверхности как одного из 
приложений качественной теории дифференциальных уравнений. Приведены примеры инте-
гральных кривых, которые могут быть качественными характеристиками геодинамических 
систем. Во многих случаях подобные траектории соответствуют горизонтальным движениям 
земной поверхности. 
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It is widely recognized the important role of the geodetic observing techniques in solving 

complex problems of research of geodynamic objects of different scales. Geodetic data and their 
subsequent statistical analysis in combination with geophysical observations allows to perform 
mathematical modeling and identification of the stress-deformed state of geodynamic systems in the 
aspect of prediction of natural and man-made disasters. Data on changes of coordinates of ground 
points are the experimental basis for the understanding of the strain fields and the causes of their 
variation. Natural processes are mostly nonlinear, Nonlinear processes are present when movements 
of tectonic blocks. And, in particular, with differently directed movement of the adjacent blocks, 
when there is a risk of seismic events – earthquakes. For studies of nonlinear processes should be 
selected appropriate mathematical basis. Here are some of the theoretical foundations of qualitative 
research horizontal movements of the earth's surface as one of the applications of the qualitative 
theory of differential equations. Examples of integral curves which can be qualitative characteristics 
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of geodynamic systems. In many cases, these trajectories correspond to the horizontal movements 
of the earth's surface. 

 
Key words: geodynamic systems, horizontal movements, qualitative research, differential 

equations. 
 
В настоящее время непрерывные и повторные геодезические измерения 

проводятся на территории многих стран и регионов. Появляется все больше ис-
следований, посвященных наблюдениям и анализу горизонтальных движений  
и деформаций природных геодинамических систем глобального, регионально-
го [1–7] и локального масштабов [8, 9]. К локальным геодинамическим систе-
мам относятся также объекты недропользования, инженерные сооружения. 
Геодезические исследования таких систем [10–14] имеют свои особенности, яв-
ляющиеся следствиями особого пространственно-временного масштаба изме-
нения деформационных полей. 

Но, несмотря на многочисленные работы и исследования, посвященные 
изучению движений земной поверхности по данным GPS-наблюдений, гори-
зонтальные движения земной коры на сегодняшний день остаются менее изу-
ченными, чем вертикальные. Степень изученности горизонтальных движений  
проявляется, в частности, в том, что при наличии значительных объемов ре-
зультатов геодезических измерений анализ многих из них выполняется в сжа-
том малоинформативном виде или с помощью методов, аналогичных тем, ко-
торые применяют для интерпретации вертикальных движений. 

Однако характер горизонтальных смещений земной коры принципиально 
отличается от характера вертикальных смещений, поэтому и подходы к их изу-
чению должны быть различными. Одним  из  примеров характерных  горизон-
тальных движений земной поверхности являются вращательные движения.  
В последнее время получило развитие направление в тектонике и геодинамике, 
названное «вихревой геодинамикой» [15]. Некоторые примеры распределений 
векторов горизонтальных смещений земной коры, полученных по геодезиче-
ским измерениям на некоторых геодинамических полигонах (ГДП) Евразии  
и указывающих на вращательный характер земной поверхности, даны в [16, 17]. 
Природные процессы имеют нелинейный характер. Нелинейные процессы при-
сутствуют при движениях тектонических блоков, и, в частности, при разнона-
правленном движении соседних блоков, когда возникает опасность сейсмиче-
ского события – землетрясения [5]. Геодезические данные и их последующий 
статистический анализ в совокупности с геофизическими наблюдениями позво-
ляет выполнять математическое моделирование и идентификацию напряженно-
деформированного состояния геодинамических систем в аспекте прогноза при-
родных и техногенных катастроф [18–20]. 

Здесь описаны теоретические основы некоторых возможностей использо-
вания дифференциальных уравнений для качественного оценивания природных 
процессов, проявляющихся в виде сложных картин горизонтальных движений 
земной поверхности. Имеется объективная потребность использования методов 
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и приемов качественного исследования динамических систем и одновременно 
естественность использования этой теории при рассмотрении математических 
моделей реальных систем, в том числе геодинамических. 

Одним из основных математических понятий является дифференциальное 
уравнение. Дифференциальное уравнение – способ нахождения функций, про-
изводные которых соответствуют некоторым наперед заданным условиям. Ис-
следование какого-либо реального, природного в том числе, явления или про-
цесса может иметь одним из результатов дифференциальную модель этого яв-
ления или процесса. Конечно же, дифференциальные модели являются частным 
случаем множества моделей, которые могут быть построены при изучении ок-
ружающего мира. Существуют различные типы дифференциальных моделей. 
Для таких уравнений особенностью является то, что неизвестные функции  
в этих уравнениях зависят только от одной переменной. 

Здесь рассматриваются вопросы приложения обыкновенных дифференци-
альных уравнений к интерпретации пространственно-временных рядов геоде-
зических наблюдений. Следовательно, в процессе построения обыкновенных 
дифференциальных моделей для геодинамических исследований геодезически-
ми методами важно учитывать законы, объясняющие геодинамические процес-
сы и явления и даже гипотезы, как элементы развития науки. И, если результа-
ты исследования полученного дифференциального уравнения как математиче-
ской модели согласуются с опытными данными, то это весомый аргумент пра-
вильности (адекватности) проверяемой гипотезы. 

Осложняет процесс исследования большая сложность решения дифферен-
циальных уравнений в замкнутой форме – аналитической формулы, исполь-
зующей конечное число простейших операций над элементарными функциями. 
Примером таких решений являются, например, законы Кеплера движения пла-
нет. Основываясь на законе всемирного тяготения, все три закона Кеплера по-
лучаются как решения дифференциальных уравнений. Другой пример касается 
получения уравнения упругой линии, используемой для определения макси-
мального прогиба, например балки конструкции мостов. 

Если для представления решений дифференциальных уравнений использо-
вать бесконечные ряды того или иного вида, выявить наиболее существенные  
и интересные свойства решений очень затруднительно. Необходимы приемы  
и методы, которые позволяли бы, не решая самих дифференциальных уравне-
ний, получать необходимые сведения о тех или иных свойствах решений. Такие 
методы существуют – они составляют содержание качественной теории диффе-
ренциальных уравнений [21–25]. В ее основе лежат общие теоремы о существо-
вании и единственности решений, о непрерывной зависимости решений от на-
чальных данных и параметров. 

Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение второго порядка 

2

2
( , )

d x dx
f x

dtdt
 .                                                 (1) 
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Пусть динамическая система состоит из частицы единичной массы, кото-

рая движется по оси x (рис. 1) и на которую действует сила ( , )
dx

f x
dt

. Тогда 

уравнение движения частицы может быть описано нелинейным дифференци-

альным уравнением (1).  Значениям x  и 
dx

dt
, в любой момент времени характе-

ризующим состояние системы, соответствует точка на плоскости ( , )
dx

x
dt

 (рис. 2). 

 

          

Рис. 1. Движение частицы по оси x  Рис. 2. Точка на фазовой плоскости 
 
 
 

Данная плоскость называется плоскостью состояний или фазовой плоско-
стью. Плоскость является изображением совокупности всех возможных состоя-
ний динамической системы. Различные точки (изображающие) фазовой плос-
кости отражают каждое новое состояние системы. Траектория изображающей 
точки называется фазовой траекторией, а скорость этой точки – фазовой скоро-
стью. 

После введения переменной 
dx

y
dt

  уравнение (1) сводится к системе двух 

дифференциальных уравнений 

dx
y

dt
 ;  ( , )

dy
f x y

dt
 .                                         (2) 

Для этой системы некоторую кривую (фазовую траекторию) представляют 
пара функций ( )x t  и ( )y t , которые являются ее решением. Из многих качеств, 
присущим подобным системам, выделим случай, когда траектория вырождает-
ся в точку. В данном случае используется термин «особая точка». Если особая 
точка не устойчива, применяют понятие «точка бифуркации». Теория бифурка-
ций направлена на объяснение целого ряда нелинейных эффектов в реальных 
системах. Это может быть перенесено на исследование геодинамических сис-
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тем как поиск возможного предвестника (места) резкого изменения состояния 
(землетрясение, оползни и др.). 

В продолжение знакомства с математическими основами качественного 
исследования геодинамических систем рассмотрим автономную динамическую 
систему на плоскости. Многие задачи механики и физики при естественных уп-
рощающих предположениях приводят к рассмотрению одного дифференциаль-
ного уравнения второго порядка 

( , , ) 0x f x x t   .                                                 (3) 

В элементах формулы (3) точки над символами обозначают скорость (одна 
точка) и ускорение (две точки). Вводится новое обозначение x y . Соответст-
венно, x y  . И уравнение (3) тогда запишется в виде системы двух дифферен-
циальных уравнений 

x y ;      ( , , )y f x y t .                                            (4) 

Представление (3) в виде (4) является значительно удобнее для выполне-
ния исследования динамических систем на плоскости, в том числе для исследо-
вания геодинамических систем на плоскости, а конкретно – на плоскости кон-
формной проекции некоторого участка поверхности Земли. В РФ наиболее рас-
пространена система зон проекции Гаусса – Крюгера. И очень многие геодина-
мические объекты регионального и локального масштаба имеют соответст-
вующее координатное обеспечение геодезических пунктов при исследовании 
горизонтальных движений земной поверхности. 

Более общий вид системы двух дифференциальных уравнений для реше-
ния задач написания уравнений движения следующий: 

( , , )x P x y t ;      ( , , )y Q x y t .                                       (5) 

Также интересен для практических приложений случай, если исключить  
в (5) из списка переменных t 

( , )x N x y ;     ( , )y M x y .                                          (6) 

Система (6) является автономной динамической системой второго порядка. 
Она определяет векторное поле и имеет также название «динамическая система 
на плоскости». И вопрос в том, как найти решение динамической системы. 

Если математической моделью реальной физической системы является ди-
намическая система вида (6), то с помощью этой системы возможно проследить 
изменение состояний рассматриваемой реальной системы при изменении вре-
мени t. Задание начальных значений 0 0 0, ,x y t  однозначно определяет решение 
для всех значений t – описывает «прошлое» и «будущее» (экстраполяция, про-
гноз). Для этого нужно найти решение (проинтегрировать) (6). В большинстве 
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случаев выразить решение системы (6) через элементарные функции или через 
интегралы от элементарных функций возможно лишь в случае частных типов 
этой системы. Например, в случае линейных систем. Но не  каждая физическая 
система может быть хотя бы приближенно описана линейной системой. Это от-
носится к природным и природно-техническим системам в большинстве случа-
ев, в том числе, к геодинамическим системам различных пространственно-
временных масштабов. 

В случае же нелинейных систем к вопросу нахождения решения можно 
подойти так:  отказаться от отыскания аналитических выражений для решений 
и, задавая с той или иной степенью точности некоторые начальные значения, 
приближенно вычислять решения на заданном промежутке значений. При на-
личии современных информационных технологий такое приближенное вычис-
ление решений для некоторых задач может дать в некоторых случаях необхо-
димый ответ. 

Важно также понимать, что для многих задач иногда представляет интерес 
не аналитический вид решения и не приближенное вычисление решений, а учет 
состояния равновесия у конкретной динамической системы, и насколько оно 
устойчиво. 

В [21] приведены примеры качественного исследования динамической 
системы, которые могут быть перенесены на исследование геодинамических 
систем, например горизонтальных движений земной поверхности, техногенных 
объектов. 

 
Пример 1. 

1
dx

dt
 ;       0

dy

dt
 . 

Траектории – прямые, параллельные оси х 

1y c ;      2x t c  . 

 
Пример 2. 

dx
ax

dt
 ;    

dy
by

dt
 .                                              (7) 

При этом a и b одного знака. 
На фазовой плоскости системы (7) создается векторное поле (рис. 3a, 3б). 
Решение системы (7) для начальных значений 0 0 0, ,t x y  имеет вид 

0( )
0

a t tx x e  , 0( )
0

b t ty y e  .                          (8) 
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Рис. 3а. 0,0  ba    Рис. 3б. 0,0  ba  

 
 
Отмечаем, что аргументом уравнений системы (8) является 0t t , и в при-

ложении к геодинамическим системам это есть интервал времени. 
Если исключить 0t t  в (8), траектории системы (7) возможно получить, 

переходя к декартовым координатам. Траектории будут представлять собой се-
мейство парабол 

/

0 /
0

b a

b a

x
y y

x
 . 

Для случая, когда полагаем 0 0x   и 0
/

0
b a

y
c

x
 , получаются параболы 

/b ay cx  (рис. 4) и система (7) записывается в виде одного уравнения 

dx ax

dy by
 . 

Интегральными кривыми системы (7) в пространстве ( , , )x y t  могут быть 
не только параболы, например: 

1) ось t, т. е. x = 0, у = 0 (эти уравнения получаются из уравнений (8) при 
x0 = у0 = 0); 

2) показательные кривые 

0( )
0

a t tx x e  ;        0y  ; 
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3) показательные кривые 

0x  ;             0( )
0

b t ty y e  . 

 

      

Рис. 4. Семейство траекторий дифференциальных уравнений (7) 
 
 
 
 
Для дифференциальных уравнений 

dx
x

dt
  ;      

dy
y

dt
                                               (9) 

и при начальных значениях 0 0 0, ,t x y  решение системы (9) имеет вид 

0( )
0

t tx x e  ;      0( )
0

t ty y e  . 

Система имеет аналитический интеграл xy C , которому соответствуют 
интегральные кривые в виде гипербол. Они иллюстрируют векторные поля 
(рис. 5), семейство траекторий (рис. 6). 

Приведенные выше примеры интегральных кривых могут быть качествен-
ными характеристиками геодинамических систем. Во многих случаях подобные 
траектории соответствуют горизонтальным движениям земной поверхности,  
в том числе косейсмическим, в местах активных тектонических разломов, со-
членений блоков земной коры. Именно эти места наиболее вероятны в аспекте 
возникновения  сейсмических событий – землетрясений, например. Современ-
ные геодезические методы координатизации предоставляют данные, анализ ко-
торых может быть использован для  качественного оценивания геодинамиче-
ских систем локального и регионального масштабов. 
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Рис. 5. Векторное поле   Рис. 6. Траектории 
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