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В геодезической практике для определения искомых параметров в геоде-

зических сетях (высот реперов, координат геодезических пунктов) выполняют-

ся n  измерений, число которых намного больше необходимых. Избыточные 

измерения, а также тот факт, что измерения сопровождаются случайными 

ошибками наблюдений, приводят к неоднозначному определению искомых па-

раметров в геодезических сетях. В связи с этим возникает задача уравнивания 

геодезических сетей. 

Уравнивание геодезических сетей выполняется методом наименьших 

квадратов параметрическим и коррелатным способами.  

Параметрический способ уравнивания геодезических сетей предполагает, 

что между вектором истинных значений измеряемых величин Y  и вектором 

точных значений определяемых параметров X  существует следующая функ-

циональная связь: 

)(XY                                                        (1) 

Запишем систему параметрических уравнений в линейном виде:     

0 LA ,                                                     (2) 

где  0xX  вектор-столбец точных значений поправок к приближенным 

значениям параметров; )( 0xYL  , а матрица частных производных  
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Вследствие того, что результаты измерений сопровождаются ошибками 

наблюдений, поэтому при замене вектора истинных значений измеряемых ве-

личин ,Y  вектором измеренных значений y , в правой части выражения (2) по-

лучается неизвестный вектор ошибок, то есть:  

 lA ,                                                     (3) 

где  yxl )( 0  вектор свободных членов,   - вектор - столбец случайных 

ошибок измерении с ковариационной матрицей 
12 


 PK .                                                                                                                               

Если в геодезических сетях измерения выполнены равноточно, то ковариа-

ционная матрица имеет вид: 
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12 


 PK ,                                                     (4) 

где P весовая матрица размера nn .   

В системе уравнений (3) компоненты вектора   неизвестны, поэтому число 

неизвестных kn  больше числа уравнений n . Поэтому линейная система 

уравнений (3) несовместна. Для решения несовместной системы применяют 

метод наименьших квадратов и переходят к совместной системе нормальных 

уравнений, которая имеет вид: 

0ˆ  lAAA TT  

После решения этой системы получают оценку вектора поправок к при-

ближенным параметрам ̂ , которая при подстановке в уравнение (3) дает век-

тор остатков с минимальной нормой: 

VlA ̂                                                        (5) 

Рассмотрим другой метод, основанный на обобщенном решение. Реализу-

ем предлагаемую методику для уравнивания нивелирных сетей с равноточно 

измеренными величинами. Обобщенное решение системы уравнений (3) дает 

оценку вектора  , которая может быть записана так [1,2]:  

,
~

lA  

где A  рефлексивно g-обратная матрица с минимальной нормой для  , удов-

летворяющая свойствам: 

.)(; AAAAAAAA T                                             (6) 

Можно считать 
~

 обобщенным решением, а матрицу A  обобщеннообрат-

ной матрицей к A.    

Пусть произвольная прямоугольная матрица представлена в блочном виде: 

 kaaaA 21 ,                                                (7) 

где ja  вектор-столбец высоты n . 

На основании доказанной теоремы [2] можно записать рекурсивный алго-

ритм последовательного обращения матриц, который имеет вид: 
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Процедура начинается с первого столбца 11 aA  . Так как 1A  состоит из 

одного столбца, 1A  находится по следующей формуле:  

j
T

T

aa

a
aA




1

1
11                                                  (12) 

Затем по формулам (8) с учетом формул (9), (10) и (11) последовательно 

вычисляются 
2A , 3A , пока не будет получена AA

k
 .  

В этих условиях при уравнивании нивелирных сетей присоединение 

столбцов 132 ,,, kaaa    блочной матрицы (7) по формуле (8) jb  будет опреде-

ляться по формуле (12). 

Для присоединения последнего столбца ka  матрицы (7) используем фор-

мулу: 
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Вектор уравненных значений неизвестных параметров x~  можно выразить 

через вектор-столбец приближенных параметров 0x  и вектор-столбец поправок 


~

 следующим образом:  


~0~ xx  

Вектор-столбец уравненных измерений y~ определяется по формуле: 

vyy ~  

Для вычисления среднеквадратических ошибок уравненных параметров 

воспользуемся известной формулой [2]: 

~
~ j

aµm
jx
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где 
~
j

a  - евклидовая норма для j строки обощеннообратной матрицы A , 

µ - среднеквадратическая ошибка единицы веса. 

А среднеквадратические ошибки уравненных измерений получим по вы-

ражению [2]: 

~
~ j

a
i

aµm
jy
  

где 
i

a  -  i-ая строка матрицы коэффициентов параметрических уравнений по-

правок A;  

~
j

a  - столбец обощеннообратной матрицы A ; 

~
j

a
i

a  евклидова норма. 

Рассмотрим уравнивание нивелирной сети, представленной на рисунке. 

Исходные репера имеют отметки: 238,100
A
x  м. и 322,121Bx  м. На основа-

нии результатов измерений находятся приближенные значения необходимых 

параметров (отметок реперов), они равны соответственно: 

;542,1101
0
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3
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0

1
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Рис. Несвободная нивелирная сеть 
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Матрицу коэффициентов параметрических уравнений поправок можно оп-

ределить уже известным образом и запишем ее транспонированном виде: 
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По предложенному алгоритму находится обобщеннообратная матрица   , 

которая равна: 





























21698,016038,016038,005660,005660,016038,000000,016038,0

27358,002830,002830,024528,024528,002830,000000,002830,0

01887,022264,002264,000377,020377,022264.020000,002264,0

01887,002264,022264,020377,000377,002264,020000,002264,0

 

Результаты уравнивания и оценки точности по предложенному методу  

и методу наименьших квадратов представлены в табл. 1 и 2.  

Таблица 1 

№ пара-

метров 

Вычислен-

ные  

параметры 

Метод обобщенного 

решения 

Метод наименьших 

квадратов 


~

, м x~ , м 
x

m~ , мм ̂ , м x̂ , м xm ˆ , мм 

1 

2 

3 

4 

110,542 

130,674 

140,750 

157,083 

0,0015 

-0,0049 

-0,0138 

0,0118 

110,5435 

130,6691 

140,7362 

157,0948 

5,116 

5,116 

5,340 

4,741 

0,0032 

-0,0032 

-0,0118 

0,0148 

110,5452 

130,6708 

140,7382 

157,0978 

9,207 

9,207 

11,118 

11,118 

 

Таблица 2 

№ пре-

выше-

нии 

Измеренные  

превышения 

Метод обобщенного 

решения 

Метод наименьших 

квадратов 

V , м y~ , м y
m~ , мм V , м ŷ , м y

m
ˆ
, мм 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

10,304 

20,119 

9,352 

10,064 

30,208 

46,541 

26,427 

16,371 

0,0015 

0,0066 

-0,0049 

0,0030 

-0,0154 

0,0103 

-0,0013 

-0,0123 

10,3055 

20,1256 

9,3471 

10,0670 

30,1926 

46,5513 

26,4257 

16,3587 

5,657 

7,583 

5,657 

8,034 

8,034 

7,420 

7,420 

8,397 

0,0032 

0,0066 

-0,0032 

0,0034 

-0,0150 

0,0116 

-0,0000 

-0,0115 

10,3072 

20,1256 

9,3488 

10,0674 

30,1930 

46,5526 

26,4270 

16,3595 

9,207 

7,517 

9,207 

8,192 

8,192 

8,192 

8,192 

8,405 
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Анализируя полученные результаты можно сделать вывод о том, что точ-

ность, как уравненных параметров, так и уравненных превышений значительно 

повышаются с применением предложенного метода по сравнению с методом 

наименьших квадратов.    
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