
6

 , àâãóñò, 2004 ã., ¹ 8

Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: îïðå-
äåëèòü ðàçìåðû ÷àñòèö ïðîáû ïîñëå
äðîáëåíèÿ è ñòåïåíè ñîêðàùåíèÿ åå
ìàññû íà ýòàïàõ òàê, ÷òîáû çàòðàòû ýíåð-
ãèè íà äðîáëåíèå ìàòåðèàëà áûëè ìè-
íèìàëüíûìè, à ïîãðåøíîñòü ñîäåðæà-
íèÿ, âûçâàííàÿ ìíîãîýòàïíîé îáðàáîò-
êîé, íàõîäèëàñü â çàäàííûõ ïðåäåëàõ [3].

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íåîáõîäè-
ìî óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü çàòðàò íà
äðîáëåíèå îò ðàçìåðîâ ÷àñòèö è ìàññû
ïðîáû è íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæå-
íèå äëÿ ÷èñëåííîãî êðèòåðèÿ ýôôåêòèâ-
íîñòè òîé èëè äðóãîé ñõåìû îáðàáîòêè.
Ðàññìîòðèì îöåíêó ðàñõîäà ýíåðãèè íà
äðîáëåíèå. Â çàâèñèìîñòè îò êðóïíîñòè
äðîáëåíîãî ìàòåðèàëà óñëîâíî ðàçäåëÿ-
þò ñòàäèè äðîáëåíèÿ è èçìåëü÷åíèÿ:
êðóïíîå äðîáëåíèå � îò 1500 äî 100 ìì;
ñðåäíåå äðîáëåíèå � îò 100 äî 40 ìì;
ìåëêîå äðîáëåíèå � îò 40 äî 5 ìì; èç-
ìåëü÷åíèå � îò 5 äî 0,1 ìì; òîíêîå èç-
ìåëü÷åíèå � îò 0,1 äî 0,05 ìì.

Â äàëüíåéøåì, íåçàâèñèìî îò ðàç-
ìåðîâ ÷àñòèö, áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ
òîëüêî îäèí òåðìèí � äðîáëåíèå. Âàæ-
íàÿ êîëè÷åñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà �
ñòåïåíü äðîáëåíèÿ i, êîòîðàÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå ìàêñèìàëüíûõ
ðàçìåðîâ ÷àñòèö äî (D) è ïîñëå (d)
äðîáëåíèÿ: i = D/d.

Ñòåïåíü äðîáëåíèÿ íà êàæäîì ýòà-
ïå îáðàáîòêè íàçîâåì ÷àñòíîé:
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ñòåïåíü äðîáëåíèÿ, äîñòèãíóòàÿ çà âñå
ýòàïû, � îáùàÿ è ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
÷àñòíûõ ñòåïåíåé:
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Ñ óìåíüøåíèåì ðàçìåðîâ ÷àñòèö â
íèõ óìåíüøàåòñÿ ÷èñëî êðóïíûõ äåôåê-
òîâ, îáëåã÷àþùèõ ðàçðóøåíèå, ïîýòî-
ìó óäåëüíàÿ ïðî÷íîñòü ÷àñòèö âîçðàñ-
òàåò. Äëÿ ãîðíûõ ïîðîä ýòî çàìåòíî äëÿ
÷àñòèö ðàçìåðàìè ìåíüøå 0,1�0,5 ìì
[1]. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâåííûìè
ôàêòîðàìè, âëèÿþùèìè íà çàòðàòû
ýíåðãèè íà äðîáëåíèå, ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíü
äðîáëåíèÿ è ðàçìåðû èçìåëü÷àåìûõ
÷àñòèö.
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Ðàáîòà íà äðîáëåíèå îäíîé ÷àñòè-
öû ðàçìåðà D äî ðàçìåðà d îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñ ïîìîùüþ çàêîíîâ äðîáëåíèÿ [1].
Â 1867 ã. Ï. Ðèòòèíãåð, ðàññìàòðèâàÿ
äðîáëåíèå îäèíî÷íîãî êóáà íà áîëåå
ìåëêèå, ïðåäïîëîæèë, ÷òî ðàáîòà ïðÿ-
ìî ïðîïîðöèîíàëüíà âíîâü îáðàçîâàí-
íîé ïîâåðõíîñòè è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç D
è d ñëåäóþùèì îáðàçîì [1]:

A K d D Q K D Q= − = −
ð ð( ) ( ) ,1 1 1i

ãäå Êð � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòè; Q � ìàññà ïðîáû.

3àêîí äðîáëåíèÿ Êèêà � Êèðïè÷å-
âà (1875) óòâåðæäàåò, ÷òî ðàáîòà íà
äðîáëåíèå ïðîïîðöèîíàëüíà îáúåìó
òåëà. Â ýòîì ñëó÷àå çàâèñèìîñòü îò D è
d èìååò áîëåå ñëîæíûé âèä:

À = Êk(lg D � lg d)Q = Êk Qlgi.
Ô. Áîíä â 1951 ã. ïðåäëîæèë ñ÷èòàòü

çàòðàòû ýíåðãèè íà äðîáëåíèå ïðîïîð-
öèîíàëüíûìè ñðåäíåìó ãåîìåòðè÷åñ-
êîìó èç îáúåìà è ïîâåðõíîñòè êóáà, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëå:

Çàêîí Êèêà � Êèðïè÷åâà ïðèìåíÿ-
åòñÿ äëÿ îöåíêè çàòðàò ýíåðãèè íà ñòà-
äèÿõ êðóïíîãî è ñðåäíåãî äðîáëåíèÿ.
Òàê êàê ïðè îáðàáîòêå ïðîá ðàçìåðû
÷àñòèö ìîæíî îòíåñòè ê ñòàäèÿì ìåë-
êîãî äðîáëåíèÿ, òî ïðèìåíåíèå ýòîãî
çàêîíà èñêëþ÷àåòñÿ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðè
ìåëêîì äðîáëåíèè ïðèìåíèì çàêîí
Ðèòòèíãåðà, à çàêîí Áîíäà çàíèìàåò
ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå.

Ôîðìóëà äëÿ ïîäñ÷åòà ýíåðãèè ïî
çàêîíó Ðèòòèíãåðà õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ
ñóùåñòâóþùèìè íîðìàìè çàòðàò òðóäà

íà äðîáëåíèå ïðè îáðàáîòêå ïðîá. Íàìè
áûëè ïðèíÿòû íîðìû âðåìåíè íà ìåõà-
íè÷åñêîå äðîáëåíèå ïðîá, âçÿòûå â çàâè-
ñèìîñòè îò êðåïîñòè ïîðîä è ðàçìåðîâ
÷àñòèö. Ýòè íîðìû âûðàáîòêè, ÿâëÿþùè-
åñÿ îáîáùåíèåì áîëüøîãî ïðîèçâîä-
ñòâåííîãî îïûòà è ñïåöèàëüíîãî õðîíî-
ìåòðàæà, ïðèâåäåíû â ñïðàâî÷íèêàõ óê-
ðóïíåííûõ ñìåòíûõ íîðì (ñì. òàáëèöó),
ãäå N îáîçíà÷åíû çàòðàòû âðåìåíè â ÷å-
ëîâåêî-÷àñàõ íà 1 êã ïðîáû. Ñ÷èòàÿ, ÷òî
çàòðàòû âðåìåíè ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëü-
íû çàòðàòàì ýíåðãèè, ò.å. N = K(l/d � 1/D),
ìîæíî îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ ñòåïåíåé äðîáëåíèÿ:

ÊN = NDd/(D � d).
Èç äàííûõ òàáëèöû âèäíî, ÷òî áî-

ëåå âñåãî îòëè÷àåòñÿ îò îñòàëüíûõ çíà-
÷åíèé êîýôôèöèåíò Ê, îòâå÷àþùèé
äðîáëåíèþ îò D = 5 ìì äî d = 3 ìì.

Ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ
íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå êî-
ýôôèöèåíòà îòáðàñûâàëèñü. Âåëè÷èíû
Ê äëÿ ïîðîä îäèíàêîâîé êðåïîñòè íå-
çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ
ñòåïåíåé äðîáëåíèÿ, à êîýôôèöèåíò K
ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî òî÷íî îöåíèòü
çàòðàòû âðåìåíè â ñîîòâåòñòâèè ñ ñó-
ùåñòâóþùèìè íîðìàìè. Íàïðèìåð, íà
äðîáëåíèå 1 êã ïîðîä IV � VI êàòåãî-
ðèè êðåïîñòè îò ðàçìåðà D = 10 ìì äî
ðàçìåðà d = 0,06 ìì ïî ñóùåñòâóþùèì
íîðìàì îòâîäèòñÿ N1 = 0,011 + 0,025 +
0,047 + 0,073 = 0,156 ÷åë.-÷., à çàòðàòû ïî
ôîðìóëå, ñâÿçàííîé ñ çàêîíîì Ðèòòèí-

ãåðà N2 = (1/d � 1/D) KN  = 0,172. Åñëè
æå ðàññìîòðåòü äðîáëåíèå 1 êã ïîðîä
Õ � XI êàòåãîðèé îò ðàçìåðà D = 25 ìì
äî ðàçìåðà d = 1,1 ìì, òî ïîëó÷èì ñî-

Ðàçìåð ÷àñòèö, ìì Êàòåãîðèè 
êðåïîñòè 

ïîðîä 25�11 10�6 5�3 2.5�1.1 1.0�0.6 0.5�0.3 0.25�0.15 0.14�0.07 
K  

0.005 0.008 0.018 0.034 0.061 0.1 0.196 0.5 Ι�ΙΙΙ 0.10 0.12 0.13 0.07 0.09 0.08 0.07 0.07 0.09 

0.006 0.011 0.025 0.047 0.073 0.128 0.242 0.55 ΙΥ�ΥΙ 0.12 0.19 0.19 0.09 0.11 0.10 0.08 0.08 0.11 

0.008 0.013 0031 0.064 0.84 0.148 0.285 0.615 ΥΙΙ�ΙΧ 0.16 0.20 0.23 0.12 0.13 0.11 0.11 0.09 0.14 

0.012 0.018 0.064 0.088 0.125 0.190 0.348 0.678 Χ�ΧΙ 0.24 0.27 0.48 0.17 0.18 0.14 0.13 0.9 0.19 

Òàáëèöà íîðì âðåìåíè íà ìåõàíè÷åñêîå äðîáëåíèå ïðè îáðàáîòêå ïðîá

Ïðèìå÷àíèå: Â ÷èñëèòåëå � çàòðàòû âðåìåíè íà äðîáëåíèå; â çíàìåíàòåëå � òðóäîåì-
êîñòü (êîýôôèöèåíò Ê).
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îòâåòñòâåííî N1 = 0,175 è N2 = 0,165.
Ïîýòîìó äëÿ îöåíêè çàòðàò ýíåðãèè

À íà äðîáëåíèå ïðè ìíîãîýòàïíîé îá-
ðàáîòêå ïðîá íàìè èñïîëüçîâàëñÿ çà-
êîí Ðèòòèíãåðà. Ðàáîòà íà êàæäîì ýòà-
ïå Àk âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
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ãäå ò0 = 1. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü
Ê/Q0 íå âëèÿåò íà çíà÷åíèÿ ðàçìåðîâ
÷àñòèö è ñòåïåíåé ñîêðàùåíèÿ, ïðè êî-
òîðûõ ôóíêöèÿ çàòðàò äîñòèãàåò íàè-
ìåíüøåãî çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó îïòèìè-
çàöèÿ îáðàáîòêè ïðîá åñòü çàäà÷à ìè-
íèìèçàöèè ôóíêöèè:

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

d0 ≥ d1 ≥ ... ≥ dn ≥ d,

1 ≤ m1 ≤ m2 ≤ ... mn-1 ≤ m,
ãäå À � ôóíêöèÿ çàòðàò ýíåðãèè; dk �
ðàçìåðû ÷àñòèö ïðîáû íà ýòàïàõ îáðà-
áîòêè ïîñëå äðîáëåíèÿ, ñì; òk � ñòå-
ïåíè ñîêðàùåíèÿ ìàññû ïðîáû; σ �
ïðåäåëüíî äîïóñòèìàÿ ïîãðåøíîñòü,
äîëè åäèíèöû; Q0 � ìàññà íà÷àëüíîé
ïðîáû, ã; γ � ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ìàòå-
ðèàëà, r/ñì3, Ñ � êîíòðàñòíîñòü ðóäû;
δ � íàèìåíüøèé òåõíè÷åñêè âîçìîæ-
íûé ðàçìåð ÷àñòèöû ïîñëå äðîáëåíèÿ,
îïðåäåëÿåìûé êîìïëåêòîì ìåõàíèç-
ìîâ, ñì; ò � ñòåïåíü îáùåãî ñîêðàùå-
íèÿ ìàññû ïðîáû.

Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îïðå-
äåëÿåò ýôôåêòèâíóþ cõeìy îáðàáîòêè
ïðîá, óäîâëåòâîðÿþùóþ è òðåáîâàíè-
ÿì ìèíèìèçàöèè çàòðàò, è òðåáîâàíè-
ÿì íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè.

Îïòèìèçàöèÿ îáðàáîòêè ïðîá îòíî-
ñèòñÿ ê êëàññó çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ôóí-
êöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ïðè íåêîòî-
ðûõ îãðàíè÷åíèÿõ: min f(x) ïðè õ∈ Õ, ãäå
õ = (õ1, õ2,..., õn) � òî÷êà n-ìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, à Õ � íåêîòîðîå ïîäìíîæå-
ñòâî ýòîãî ïðîñòðàíñòâà [2]. Ïîäìíî-
æåñòâî íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì ìíî-
æåñòâîì çàäà÷è ìèíèìèçàöèè, à òî÷êè,
ïðèíàäëåæàùèå ê Õ, � äîïóñòèìûìè
òî÷êàìè. Â íàøåì ñëó÷àå ðàçìåðû ÷à-

ñòèö dk è ñòåïåíè ñîêðàùåíèÿ ìàññû
ïðîáû mk îïðåäåëÿþò òî÷êó x = (d1, ...,
dn, m1, ..., òn-1), à âûøåïðèâåäåííûå íå-
ðàâåíñòâà çàäàþò äîïóñòèìîå ìíîæå-
ñòâî.

Òî÷êà õ íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà-
÷è ìèíèìèçàöèè, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ
äîïóñòèìîé, è äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ äî-
ïóñòèìûõ òî÷åê âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî: . Ðåøåíèå çàäà÷è ìîæåò
áûòü åäèíñòâåííûì, èõ ìîæåò áûòü íå-
ñêîëüêî. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ìîæåò
áûòü áåñêîíå÷íûì.

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Âåéðøòðàññà,
ïîçâîëÿþùàÿ âûäåëèòü øèðîêèé êëàññ
çàäà÷ ìèíèìèçàöèè, èìåþùèõ ðåøå-
íèå: çàäà÷à ìèíèìèçàöèè íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè f (õ) íà çàìêíóòîì îãðàíè÷åí-
íîì ìíîæåñòâå Õ ðàçðåøèìà. Íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò äîñòèãàòü íàè-
ìåíüøåãî çíà÷åíèÿ ëèáî â íåêîòîðîé
âíóòðåííåé òî÷êå äîïóñòèìîãî ìíîæå-
ñòâà, ëèáî íà åãî ãðàíèöå. Ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷ ìèíèìèçàöèè âàæíóþ ðîëü
èãðàåò ãðàäèåíò ôóíêöèè f(õ), ò. å. âåê-
òîð, êîîðäèíàòû êîòîðîãî � ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå:

Åñëè ìèíèìóì ôóíêöèè f(õ) äîñòèãàåò-
ñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå , òî ãðàäèåíò â
ýòîé òî÷êå îáðàùàåòñÿ â íóëü:

.

.
Ãðàäèåíò îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå

íàèñêîðåéøåãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè.
Ýòî ñâîéñòâî èñïîëüçóþò äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê
èç äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà õ1,õ2,..., xk,...,
òàêèõ, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè óáûâàåò îò
òî÷êè ê òî÷êå, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî 

f(x ) f(x )k k≤ −1 .

 
Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ïîäîáíûõ ïîñ-

ëåäîâàòåëüíîñòåé íàçûâàþòñÿ ìåòîäà-
ìè ñïóñêà. Òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìîæíî ïîñòðîèòü, ïåðåìåùàÿñü îò òî÷-
êè ê òî÷êå â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïî-
ëîæíîì ãðàäèåíòó, ÷òî îáåñïå÷èâàåò
óáûâàíèå ôóíêöèè:

x x a f (x )k k
k k

+ = − ′1 ,

ãäå ak � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî, íàçûâàåìîå øàãîì ñïóñêà.

Èíîãäà, â öåëÿõ óìåíüøåíèÿ îáúå-
ìà âû÷èñëåíèé íà êàæäîì ýòàïå ñïóñ-
êà èçìåíÿþò çíà÷åíèÿ íå âñåõ, à îäíîé
èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, ïîëàãàÿ
îñòàëüíûå ïîñòîÿííûìè è èçìåíÿÿ èõ
íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ. Òàêîé ìåòîä
íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ïîêîîðäèíàòíîãî

ñïóñêà.
Â òîì ñëó÷àå, åñëè çàäà÷à ìèíèìè-

çàöèè èìååò âèä min f(õ), ïðè îãðàíè÷å-
íèè g (õ) = 0, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñ-
ïîëüçóþò ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-
æà. Ïðè ýòîì ñîñòàâëÿþò ôóíêöèþ
Ëàãðàíæà L(õ, λ) = f (õ) + λg (õ) è íàõîäÿò
çíà÷åíèÿ õ è λ, â êîòîðûõ ãðàäèåíò ôóí-
êöèè Ëàãðàíæà îáðàùàåòñÿ â íóëü. Äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó
óðàâíåíèé:













==
∂
∂

=
∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

.0

,,....2,1,

g(x)L

ni
ix

g

ix
f

ix
L

λ

λ

Ðåøåíèÿìè ýòîé ñèñòåìû ìîãóò
áûòü îäíà èëè íåñêîëüêî n-ìåðíûõ òî-
÷åê. Ñðàâíåíèåì çíà÷åíèé ôóíêöèè f(õ)
â ýòèõ òî÷êàõ ìîæíî îïðåäåëèòü íàè-
ìåíüøåå çíà÷åíèå.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ïðè ýòîì ñèñ-
òåìà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

õi = ϕi(õ1, õ2,..., õn), i = 1, 2,..., n.
Âûáèðàåòñÿ íåêîòîðîå íà÷àëüíîå

ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ ñèñòåìû

x (x ,x ,... , x )0
1
0

2
0

n
0= , à êàæäîå ïîñëåäó-

þùåå ïðèáëèæåíèå íàõîäèòñÿ èç ñîîò-
íîøåíèé:

x x x xi
k k- k - nk-= ϕ( 1

1
2

1 1, ,..., )
Ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëî-

âèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õ1, õ2,..., õk,...
ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óêàçàííîé ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé.

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè îáðàáîòêè
ïðîá � ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è ìèíè-
ìèçàöèè ôóíêöèè:

F(x,y) y y y xa
k

n

k
a

k-
a

k -
= + ∑ −

=

1 ( 1 1 1
1 2 1 1

)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

( )

D)x(mny

)x(xkyxy

n

n

k kk

≤−+

∑ +−+−

−

−

= −

1

1

2 11 1

β

ββ

b ≥ y1 ≥ y2 ≥ ... ≥ yn ≥ a > 0,
1 ≤ x1 ≤ x2 ≤ ... xn-1 ≤ m,

ãäå à ≥ 1, β > 1.
Îãðàíè÷åíèÿ ýòîé çàäà÷è îïðåäåëÿ-

þò çàìêíóòóþ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü,
â êîòîðîé ôóíêöèÿ F(x, ó) íåïðåðûâíà,
òàê êàê õi > 0, ói > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
òåîðåìå Âåéðøòðàññà çàäà÷à ìèíèìè-
çàöèè èìååò ðåøåíèå, ïîèñê êîòîðîãî
ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ýòàïîâ.
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Ýòàï 1. Çàôèêñèðóåì ïåðåìåííûå
õ1, õ2,..., õn-1 è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

a x1 1
1 1= − ,

a x x ,  k ,...,nk k k
= − = −

−

1 1 2,3 1,
1

a xn
n

=
−

1
1

,

b1 = x1 � 1,
bk = xk � xk-1, k = 2, 3,..., n � 1,

bn = m � xn-1.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

ôóíêöèè

F (y) a / yk k
a

k

n
1 1

= ∑
=

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

b y Dk kk

n β
=
∑ ≤

1
,

b ≥ y1 ≥ y2 ≥ ... ≥ yn ≥ a > 0,
ãäå àk > 0, bk > 0. Ýòà çàäà÷à èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå íàõîäèòñÿ
ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà:

 (*)

ãäå: S (a b ) .k k
a

k

n a= ∑
=

+β β
1

1

Ýòàï 2. Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå  â ôóí-
êöèþ F1(y), ïîëó÷èì

.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèè F (õ, ó) ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçà-
öèè ôóíêöèè

ïðè îãðàíè÷åíèè
1 ≤ x1 ≤ x2 ≤ ... ≤ xn-1 ≤ m,

ãäå ð =β/(à + β). Ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé:

îáîçíà÷èì ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû

.

Ýòàï 3. Ïîäñòàâëÿåì çíà÷åíèÿ
 â ñîîòíîøåíèå (*), ïîëó-

÷èì îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåí-
íûõ 

;

;

Ïðèâåäåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ðå-
øàòü çàäà÷ó îïòèìèçàöèè îáðàáîòêè
ïðîá äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ýòàïîâ
è ëþáîé çàäàííîé òî÷íîñòè.
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Â ìåäèöèíñêîé ëèòåðàòóðå èìåþò-
ñÿ ñâåäåíèÿ îá ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèÿõ äèôôóçèè îðãàíè÷åñêèõ è
íåîðãàíè÷åñêèõ âåùåñòâ ÷åðåç ýìàëü è
äåíòèí çóáîâ [2]. Â ïîñëåäíèå äåñÿòè-
ëåòèÿ ìèíåðàëîãè ïîñâÿòèëè íåìàëî
ïóáëèêàöèé, â êîòîðûõ îñâåùåíû âîï-
ðîñû, êàñàþùèåñÿ ñîñòàâà è ñòðóêòó-
ðû òâåðäûõ òêàíåé çóáîâ ÷åëîâåêà. Îñ-
íîâíîå âíèìàíèå îíè óäåëÿþò ñòðóê-
òóðíûì èññëåäîâàíèÿì, îñîáåííîñòÿì
èçîìîðôèçìà [3, 5, 6, 7]. Îòëè÷èÿ â ïà-
ðàìåòðàõ ðåøåòêè, ñâÿçàííûå ñ ðàçëè÷-
íûì ñîäåðæàíèåì êàëüöèÿ, óãëåðîäà,
ôòîðà è ìîëåêóëÿðíîé âîäû â ñòðóêòó-
ðå áèîàïàòèòà, èññëåäîâàòåëè àññîöè-
èðóþò ñ âîçðàñòîì ÷åëîâåêà è ïàòîëî-
ãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè â îðãàíèçìå.

Èñõîäÿ èç àíàëèçà ëèòåðàòóðû, ìîæ-
íî ñêàçàòü, ÷òî íåäîñòàòî÷íî èçó÷åí-
íûìè ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññû ïåðåîòëîæå-
íèÿ è ïåðåêðèñòàëëèçàöèè àïàòèòà ýìà-
ëè, äåíòèíà, à òàêæå íå ÿñíû ìåõàíèç-
ìû âõîæäåíèÿ êàòèîíîâ è àíèîíîâ â
êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèå ïîçèöèè àïàòè-
òà â âèòàëüíûõ (æèâûõ) çóáàõ.

Ñòðóêòóðíûìè ìåòîäàìè (ïðèáî-
ðû ÄÐÎÍ, Specord M-75), ñ ïîìîùüþ
ðàñòðîâîãî ýëåêòðîííîãî ìèêðîñêî-
ïà JSM-6400 (JEOL) è ìèêðîçîíäîâî-
ãî àíàëèçà èçó÷åíû àïàòèòû òâåðäûõ
òêàíåé çóáîâ äî è ïîñëå âîçäåéñòâèÿ
íà íèõ áèîãåííûõ ùàâåëåâîé è óãîëü-
íîé êèñëîò. Â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà äëÿ
èññëåäîâàíèé èñïîëüçîâàëèñü èíòàê-
òíûå çóáû, óäàëåííûå â ñâÿçè ñ ïàòî-

ëîãèåé ïàðîäîíòà, à òàêæå ìîëî÷íûå
çóáû.

Îáðàçîâàíèå ùàâåëåâîé êèñëîòû â
ïðîöåññå æèçíåäåÿòåëüíîñòè ãðèáêîâ
âîçìîæíî èç ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ âå-
ùåñòâ: óãëåâîäîâ, áåëêîâ, ãëèöåðèíà.
Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà äëÿ ïðî-
èçâîäñòâà ùàâåëåâîé êèñëîòû ñîñòîÿ-
ëà èç ãåëÿ ñ ôðàãìåíòàìè äåíòèíà ïî-
ñòîÿííûõ çóáîâ, íà ïîâåðõíîñòè êîòî-
ðîé ïîìåùàëè ãðèáêîâóþ êóëüòóðó,
ïîääåðæèâàåìóþ ãëþêîçîé (ðèñ. 1). Íà-
÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ðÍ â ãåëåâîé ñèñòå-
ìå ðàâíÿëèñü 7. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü
îïûòîâ ñîñòàâëÿëà îêîëî 20 äíåé. Áûëè
ïðîàíàëèçèðîâàíû 14 ãåëåâûõ ñèñòåì
ñ Aspergillus niger.

Àíàëîãè÷íûå îïûòû ñ òâåðäûìè




